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1 Einleitung

Eines der Hauptanliegen der qualitativen Netzwerkanalyse ist es, Eigenschaften von Netz-
werken (NW) allein aus den NW Graphen und den Typen der NW Elemente zu ermitteln,
ohne auch nur ein einziges Gleichungssystem aufzustellen.

Nachdem man sich von der eindeutigen Losbarkeit eines NW iiberzeugt hat, sind oft der
Index der Zweigspannungs-Zweigstrom Gleichungen (ZSZSG) und ein vollstandiges System
von Anfangswertkoordinaten! Gegenstand weiterer Untersuchungen. Sollte der Index 1 iiber-

!Die Begriffe Zustandskoordinaten und Zustandsvariablen werden ebenfalls benutzt.



steigen, so ist es von Interesse, ob und wie das NW verandert werden kann, um ZSZSG vom
Index 1 zu erhalten.

Im folgenden wird eine Zusammenstellung der zahlreichen Ergebnisse zu den o.g. Pro-
blemen gegeben. Dabei werden nur solche Resultate beriicksichtigt, deren Anwendung keine
Kenntnis der Parameter der NW Elemente — wie z.B. den exakten Wert eines Widerstandes
— erfordert.

Als erstem gelang es BRYANT, die Komplexitidtsordnung und ein vollstindiges System
von Anfangswertkoordinaten eines NW festzustellen [1]. Sein Resultat ist auf lineare pas-
sive RLC NW anwendbar und erfordert die Konstruktion eines bestimmten vollsténdigen
Baumes? des NW Graphen. Dieser vollstindige Baum, der in der Literatur oft normaler
Baum und normaler vollstandiger Wald (NSF) genannt wird, enthélt eine maximale Anzahl
von Kapazitats-Zweigen (C-Zweigen) und eine minimale Anzahl von Induktivitits-Zweigen
(L-Zweigen) unter allen vollstindigen Baumen des NW Graphen. BRYANT zeigte, dafl die
Spannungen der C-Zweige im NSF zusammen mit den Stromen der L-Zweige auflerhalb des
NSF ein vollstdndiges System von Anfangswertkoordinaten bilden. Als einfache Folgerung
aus diesem Resultat erhalt man eine Vorschrift, wie das NW verédndert werden muf}, um ein
NW mit ZSZSG vom Index 1 zu erhalten [2,3]; fiir allgemeinere als RLC NW ist eine solche
Vorschrift nicht bekannt.

Trotzdem BRYANTS Ergebnis auf vielfdltige Art und Weise verallgemeinert wurde, ist
bis heute keines bekannt, dessen Anwendbarkeit nicht immernoch wesentlich eingeschrankt
ware. Die Einschrankungen betreffen oft die Topologie des NW, und die betrachteten NW
diirfen neben Widerstianden, Kapazitdten und Induktivitdten nur gekoppelte Induktivitaten
4], ideale Ubertrager [5,6], gekoppelte Induktivititen und ideale Ubertrager [7], Gyratoren
[8-10], gesteuerte Quellen [11-15], gesteuerte Quellen, Gyratoren und ideale Ubertrager [16],
oder resistive 3-Knoten 2-Tore [17] enthalten.

Einige andere Resultate sind in der Sprache der Matroide formuliert und auf NW an-
wendbar, die Nullator-Norator Paare, unabhédngige und gesteuerte Quellen, Widerstande,
Kapazitdten und Induktivitaten enthalten [18-27]. Das Erfiilltsein der Voraussetzungen die-
ser Resultate 1Bt sich mit polynomialen Algorithmen nachpriifen .

Von einigen dieser Ergebnisse behaupten die jeweiligen Autoren, daf} sie auf eine noch
grofere Klasse von NW anwendbar seien [20-22]. Das ist aber nur eingeschrankt der Fall.
So sind die Bedingungen aus [22] nur hinreichend fiir die generisch eindeutige Losbarkeit
eines NW, und fiir ihre Nachpriifung ist kein polynomialer Algorithmus bekannt. Die Satze
aus [20,21] enthalten eine sog. “Allgemeinheits-Voraussetzung” (“generality assumption”),
die besagt, daf} in gewissen Entwicklungen von Unterdeterminanten gewisser, aus den ZSZSG
abgeleiteter, Matrizen “kein Ausléschen von Summanden, die ungleich Null sind, erlaubt” ist.
Ein Kriterium, mit dessen Hilfe man diese Voraussetzung priifen kénnte, ist nicht bekannt.

Die Ergebnisse von HASLER [28] enthalten Kriterien fiir die eindeutige Losbarkeit linearer
NW aus Widerstanden, Nullator-Norator Paaren und unabhéngigen Quellen und wurden
von FOssEPREZ auf NW, die auBerdem gesteuerte Quellen und ideale Ubertrager enthalten,

?Die Begriffe Wald und Baum werden in dieser Arbeit synonym verwendet.

3Ein ganzzahliger Algorithmus heifit polynomial, falls die Anzahl der durchzufithrenden Operationen
durch ein Polynom in der Problemgréfie beschrankt ist. In diesem Bericht wird die Anzahl der Zweige eines
NW als die Gréfle des Problems angesehen.



verallgemeinert? [29].

In diesen Kriterien werden die Begriffe Paar konjugierter Baume (PCT) bzw. Teilweise
Orientierung von Widerstanden benutzt, und es werden notwendige und hinreichende Be-
dingungen fiir generisch eindeutige Losbarkeit bzw. eindeutige Losbarkeit aller NW einer
gewissen NW Klasse, die durch Vorgabe der Vorzeichen der NW Parameter entsteht, ange-
geben. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafl die ZSZSG einer solchen
NW Klasse vom Index 1 sind, wurde ebenfalls angegeben [30,29].

Es sind polynomiale Algorithmen zum Priifen der Voraussetzungen der generisch eindeu-
tigen Losbarkeit von NW aus Widerstdnden, Nullator-Norator Paaren und unabhéngigen
Quellen bekannt [29,31].

Polynomiale Algorithmen zur Bestimmung des Index’ der ZSZSG von NW aus unabhangi-
gen und gesteuerten Quellen, Nullator-Norator Paaren, Widerstanden, Induktivitdten und
Kapazitdten wurden in [32,33] angegeben.

In dieser Arbeit wird {iber neue Resultate zu dem oben angegebenen Problemkreis be-
richtet. Zun&chst werden im Abschnitt 2 grundlegende Begriffe und bekannte Ergebnisse
angegeben sowie Bezeichnungen vereinbart.

Die Resultate der Abschnitte 3 bis 6 sind auf NW anwendbar, die neben Nullator-Norator
Paaren, unabhéngigen und gesteuerten Quellen, Widerstanden, Induktivitaten und Kapa-
zititen auch ideale Ubertrager und, teilweise unter gewissen topologischen Einschrankungen,
auch Gyratoren enthalten kénnen.

Im Abschnitt 3 wird der Zusammenhang zwischen Basen gewisser Matroide und PCT
angegeben. Dadurch wird die Aquivalenz von Kriterien fiir die Losbarkeit von NW, die auf
Matroiden basieren [23, 34, 35] und solchen, die sich auf PCT stiitzen [28,29], aufgedeckt.
AufBlerdem liefert dieser Zusammenhang einen neuen, polynomialen Algorithmus zum Auffin-
den von PCT, der auf NW anwendbar ist, die neben Nullator-Norator Paaren, Widerstanden
und unabhingigen Quellen auch gesteuerte Quellen, ideale Ubertrager und Gyratoren ent-
halten.

Im Abschnitt 4 wird eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir angegeben, daf}
ein resistives NW generisch eindeutig 16sbar ist. Die Formulierung dieser Bedingung in der
Sprache der Matroide hat den Vorteil, daB ihre Uberpriifbarkeit durch polynomiale Algo-
rithmen offensichtlich ist. Unter Zuhilfenahme des Ergebnisses aus Abschnitt 3 wird diese
Bedingung aber auch in der Sprache der PCT formuliert. Daneben wird in diesem Abschnitt
als eigenstandiges FErgebnis eine neue Klasse parameterabhéngiger Matrizen angegeben, de-
ren maximaler mit ihrem Term-Rang iibereinstimmt.

Im Abschnitt 5 wird eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir angegeben, daf}
ein dynamisches NW generisch eindeutig 16sbar ist. Das Erfiilltsein dieser Bedingung ist
ebenso wie die generische Komplexitédtsordnung und ein generisch vollstdndiges System von
Anfangswertkoordinaten (GFSSC) durch polynomiale Algorithmen berechenbar.

Das Ergebnis aus Abschnitt 3 liefert auflerdem eine Verallgemeinerung bekannter, mit
Hilfe des Begriffs des NSF formulierter, Resultate. Genauer: Es wird gezeigt, daf} ein dyna-
misches NW genau dann generisch eindeutig l16sbar ist, wenn es ein PCT besitzt. In Analogie
zur Definition des NSF wird ein PCT normal genannt (NPCT), wenn es unter allen PCT die
Summe aus der Anzahl der C-Zweige in den Bdumen und der Anzahl der L-Zweige auflerhalb

1Die Verallgemeinerung auf NW, die auflerdem Gyratoren enthalten, lieferte in [29] nur eine hinreichende
Bedingung fiir die eindeutige Losbarkeit.



der Baume maximiert. Es wird gezeigt, da} die Spannungen der C-Zweige in einem NPCT
zusammen mit den Stréomen der L-Zweige auflerhalb dieses NPCT ein GFSSC bildet.
Weiterhin werden in diesem Abschnitt die NW, deren ZSZSG vom generischen Index 1
sind, charakterisiert. Eine Vorschrift zur Modifikation eines NW, die ein NW mit Z57ZSG
vom Index 1 liefert, wird ebenfalls angegeben.
SchlieBllich findet sich im Abschnitt 6 ein Resultat tiber die Position der bei der Indexbe-
stimmung zu untersuchenden Minoren, und im Abschnitt 7 wird gezeigt, dafl der generische

Index der ZSZSG eines RLCTG NW nicht grofler als 2 ist.

2 Vorbereitung

2.1 Matrizenscharen und lineare Algebro-Differentialgleichungen

A, B € L(R",R") seien n x n Matrizen, n € N. Das Paar (A, B) wird Matrizenschar im
R™, oder einfach n-Schar oder Schar genannt. Die n-Schar (A, B) heifit reguldr, falls es ein
s € R gibt, so dafl sA 4+ B regular ist; andernfalls heifit sie singuldr.

Fiir jede regulare n-Schar (A, B) gibt es regulare n x n Matrizen P, @, so daf

idgr 0 W0
A:P(IOR N)Q und B:P(Oian_r)Q, (1)

wobei r € NU{0}, r <n, W € L(R",R"), und N € L(R"",R"") nilpotent ist [36]. Sowohl
r, als auch der Nilpotenz-Index von N sind dabei eindeutig bestimmt [36], letzterer heifit
Index der Schar (A, B) und wird mit ind(A, B) bezeichnet [37].

Es sei nun die lineare Algebro-Differentialgleichung (DAE)

Az (l) + Ba(t) = q(1) (2)

gegeben, wobei (A, B) eine n-Schar ist. Hier und im folgenden wird stets angenommen, daf}
g auf einer nichtleeren offenen Teilmenge von R definiert und hinreichend glatt ist.

Eine C'-Abbildung z: I — R™ heiit Lésung von (2), falls sie (2) fiir alle ¢ € I erfiillt
und I C R offen und zusammenhéngend ist. Ein Vektor zo € R™ heiit zu ty gehdrender
konsistenter Anfangswert fiir (2), falls es eine Losung @ von (2) gibt, die x(#o) = x¢ erfillt [38].
Die Menge der zu ty gehorenden konsistenten Anfangswerte fiir (2) wird mit P, bezeichnet.

(A, B) sei eine reguldre n-Schar. Weiter sei {eq,€e,...,¢e,} die iibliche Basis von R”,
d.h., die :te Komponente von ¢; sei 1 und sei gleichzeitig die einzige von Null verschiedene
Komponente von ¢;. Nun sei Z = {i1,12,...,4,} € {1,2,...,n} eine r-elementige Menge und

m: R" — R" sei der orthogonale Projektor auf span{e;,e;,,... e}, d.h., (37, J}]‘GJ‘) =
iy w6, Z heiBt vollstindiges System von Anfangswertkoordinaten von (2), falls 7Py, =
7R™ fiir ein #5 € R.

Das folgende ist ein bekanntes Resultat:

2.1 Proposition: Fir jede regulire n-Schar (A, B) gilt
ind(A, B) =1 — deg(s — det(sA+ B)) + ax (deg(s — (adj(sA+ B))ij)),
<ij<n

wobei adj(sA+ B) die Transponierte der Matriz der Adjunkten von sA+ B und deg(s — p(s))
den Grad des Polynoms p bezeichnen. O



Es sei nun die lineare parameterabhingige DAFE

A(p)a(t) + B(p)z(t) = q(1) (3)

gegeben, wobei A, B: R — L(R" R") parameterabhéngige n x n-Matrizen sind und ¢ die
selben Eigenschaften wie in (2) hat.

Die parameterabhingige n-Schar (A, B) heifit generisch regulir bzw. vom generischen
Index p falls (A(p), B(p)) fiir alle p aus einer offenen dichten Teilmenge von R* regulir
bzw. vom Index g ist. Im letzten Fall schreibt man ind, (A, B) = p.

Man sagt ebenfalls, dal Z ein generisch vollstindiges System von Anfangswertkoordinaten
von (3) ist, falls Z fiir alle p aus einer offenen dichten Teilmenge von R* ein vollstéandiges
System von Anfangswertkoordinaten von (3) ist.

2.2 Die Zweigspannungs-Zweigstrom Gleichungen linearer Netz-
werke

Wie bereits erwdhnt werden in diesem Bericht lineare Netzwerke (NW) betrachtet, die die fol-
genden Elemente enthalten kénnen: Unabhéngige Strom- und Spannungsquellen, zeitinvari-
ante Widerstinde, Kapazitaten, Induktivitdten, Nullator-Norator Paare, gesteuerte Quellen,
ideale Mehrwicklungs-Ubertrager und Gyratoren.

Gegeben sei ein solches NW NV mit der Zweigmenge {1,2,...,b} und dem Parametervek-
tor p € R”, der alle Parameter von A enthilt: Widerstands-, Kapazitéts-, Induktivititswer-
te, Verstarkungskoeffizienten gesteuerter Quellen, Wicklungsverhéltnisse von idealen Uber-
tragern und Gyrationsverhéltnisse.

Die Zweigspannungs-Zweigstrom Gleichungen (ZSZSG) von N haben die Form

(2 U1
0 K

v v
Zlb + Zlb = Q(t)v (4)

0 M(p) :

Arc(p) i Bre i

A(p)= B(p):=

wobei (v1,...,vs) bzw. (¢1,..., 1) die Zweigspannungen bzw. Zweigstrome, K eine die Kirch-

hoffschen Gleichungen reprasentierende Matrix, M(p) eine die Spannungs-Strom Relationen
(VCR) der resistiven Zweige reprasentierende Matrix bezeichnen und die Untermatrizen
Arc(p) und Bre die VCR der nicht resistiven Zweige darstellen.

Tab. 1 enthélt die Typen der NW Elemente und gibt ihre VCR in der Form an, wie sie
in die Matrizen M(p), Arc(p) und Bre von (4) eingeht.

Die Schreibweise

S:=1{1,2,...,2b}
V=)
]]‘ :j—l-b
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Tab. 1: Typen der NW Elemente und ihre VCR in der Form, in der sie in die Matrizen M(p),
Arc(p) und Bre von (4) eingeht. Im Falle des idealen w-Wicklungs-Ubertragers ist a; das
Verhéltnis zwischen der Zahl der Windungen der jen und der ersten Wicklung. Im Falle
der gesteuerten Quellen ist Z = {1,2,...,b} die Zweigmenge. Man beachte, dall gesteuerte
Quellen von mehr als einem Zweig gesteuert werden kénnen.
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fiir alle Zweige j von A, d.h., fiir 1 < j < b, wird sich als bequem erweisen. Die Spalten der
Matrizen A(p) und B(p) in (4) kénnen nun mit V4 bis V, und Iy bis I, bezeichnet werden.

Um Teilmengen der Spaltenmenge dieser Matrizen in gleicher Weise handhaben zu kénnen,
definieren wir

Vi={Viliedy md L={1]jeJ)

fiir alle Teilmengen J der Zweigmenge von A

Ein NW N heifit generisch eindeutig losbar falls (A, B) generisch regulér ist. N heifit
vom generischen Index p falls (A, B) generisch reguldr und vom generischen Index p ist.
Genauso sagt man, dal Z ein generisch vollstindiges System von Anfangswertkoordinaten
(GFSSC) von N ist, falls Z ein vollstandiges System von Anfangswertkoordinaten von (4)
ist. Die Anzahl der Elemente eines solchen Systems heifit Komplezititsordnung des NW [1].

2.3 Parameterabhingige Matrizen und Matroide

Q(p) sei eine parameterabhingige Matrix, die analytisch vom Parameter p € R* abhéngt;
ihre Spaltenmenge sei (G. Wir betrachten das System

F:={X C G |3, Die Spaltenmenge X von @(p) ist linear unabhéangig.} U {0}.

Im Fall der Matrix

11 :
T -1
Q(p) = 1 -1
1 - p
1 —p -
haben wir zum Beispiel G = {1,2,3,4,5} und
=2\ {1,

wobei 2¢ die Potenzmenge von (7 ist.
Das so definierte Paar (G, F') erfiillt fiir alle Matrizen () mit den oben genannten Eigen-
schaften die folgenden Bedingungen:

(i) F' ist ein System von Teilmengen von G und @) € F.
(ii) Aus X € F zusammen mit Y C X folgt Y € F.

(iii) Falls X,Y € F und |X| > |Y|, dann gibt es ein 2 € X \ Y, so dall Y U {a} € F, wobei
|M| die Kardinalitat von M bedeutet.

Ein Paar (G, F') endlicher Mengen, das diese Bedingungen erfiillt, heifit Matroid [34], und
wenn dieses Paar wie oben mit Hilfe der Matrix () definiert wurde, heifit es Spaltenmatroid
Me(Q) von Q. (Man beachte, daff in diesem Falle X € F' die generische lineare Unabhégig-
keit der Spaltenmenge X von ) nach sich zieht.)

AuBlerdem heifit G Grundmenge, und die Elemente von F' heiflen unabhingige Mengen.
Eine unabhéngige Menge maximaler Kardinalitat heifit Bass.



(a) (b) (c) (d) (e)
Fig. 1: Der Gyrator (a) wird ersetzt durch die Elemente in (b), (¢), (d), oder (e).

Die Summe der zwei Matroide (G, Fy) und (G, Fy) wird mit (G, Fy) V (G, F3) bezeichnet
und ist definiert als das Paar (G, F') mit
F:{XQG|HXngXleFl/\X\XleFQ }
Fiir die Spaltenmatroide M¢(Q)1) und M (Q2) der Matrizen

—11 - o o
Q=] - o1 o1
- o - 1-1

(1 - e p -
Q?(p)_(. 1_p )
gilt mit G = {1,2,3,4,5} zum Beispiel
Mc(Qi) V Ma(Q2) = (G, 29),

und

da die Spaltenmenge {2,4,5} von @)y linear unabhéngig ist und die Spaltenmenge {1,3}
von )2(1) linear unabhéngig ist. (Die entsprechenden Spaltenmengen sind in den obigen
Matrizen fett dargestellt.)

3 Der Zusammenhang zwischen Basen gewisser Ma-
troide und Paaren konjugierter Baume

In diesem Abschnitt wird der Zusammenhang zwischen Basen der Spaltenmatroide der Ma-
trizen K und M aus (4) und PCT angegeben.

Zunéachst wird der Begriff Paar konjugierter Biume (PCT) von [28-30] auf NW, die neben
den in [28-30] zugelassenen Elementen auch ideale Mehrwicklungsiibertrager, Induktivitaten
und Kapazitdten enthalten, iibertragen, und fiir NW, die Gyratoren enthalten, modifiziert.

3.1 Definition: G sci der ungerichtete NW Graph eines NW N, und N erfiille die folgende
Bedingung:

(A) Jede gesteuerte Quelle wird entweder von genau einer Zweigspannung, oder von ge-
nau eitnem JZweigstrom gesteuert. Der steuernde Zweig jeder spannungsgesteuerten
bzw. stromgesteuerten Quelle von N ist eine unabhingige Stromquelle bzw. eine un-
abhdngige Spannungsquelle (siehe Tab. 2).

8



Zu ersetzendes
Zweigpaar

J |

Ersetzung 2

—O0—|—O—| ——

Tab. 2: Jeder Widerstand, jede Reaktanz und jedes Zweigpaar, das zu einer gesteuerten
Quelle gehort, wird durch die Elemente entweder der zweiten oder der dritten Zeile der
selben Spalte ersetzt.

Fin Paar vollstindiger Bdume (t1,13) von G heifit Paar konjugierter Baume (PCT), falls
alle Gyratoren, Widerstinde, Induktivititen, Kapazititen und gesteuerten Quellen von N im

Einklang mit Tab. 2 und Fig. 1 so ersetzt werden kénnen, daf$ die folgenden zwei Bedingungen
erfillt sind.

(i) t1 enthdlt alle Norator-Zweige, keine Nullator-Zweige, alle Zweige unabhingiger Span-
nungsquellen, keine Zweige unabhdingiger Stromquellen und genauv w — 1 Zweige jedes
idealen w-Wicklungs-Ubertragers des resultierenden NW.

(ii) ty enthdlt alle Nullator-Zweige, keine Norator-Zweige, alle Zweige unabhdngiger Span-
nungsquellen, keine Zweige unabhdingiger Stromquellen und genauv w — 1 Zweige jedes
idealen w-Wicklungs-Ubertragers des resultierenden NW. g

(4) seien die ZSZSG eines NW N. Es ist seit langem bekannt, daf die folgenden Aussagen
fur t C {1,2,...,b} dquivalent zueinander sind [39]:

(i) Die Spaltenmenge Vi 5, p3\: von K ist linear unabhéngig.

(ii) Die Spaltenmenge I; von K ist linear unabhéngig.
(iii) ¢ ist ein vollstindiger Baum des ungerichteten NW Graphen von V.

Das folgende Theorem stellt den Zusammenhang zwischen Paaren vollstdndiger Baume mit
bestimmten Eigenschaften, ndmlich PCT, und Basen der Spaltenmatroide von K und M

her.

3.2 Theorem: (/) seien die ZSZSG eines resistiven NW N, das die Bedingung (A) in
Definition 3.1 erfillt.



Es seien 57 C S und

ty = (Ig,. 50N 51) = b, (5)
ly = ‘/{1 ..... b} \ Slv (6)

wobei die Subtraktion in (5) elementweise zu verstehen ist.
Unter diesen Voraussetzungen ist (t1,12) genau dann ein PCT von N, wenn Sy eine Basis

von Mc(K) und S\ Sy eine Basis von Mc(M) ist. O
Beweis: Offenbar gilt fiir einen beliebigen Zweig 2z

V., e S\ S5 <z €y,
I.e S\ S <z ¢t.

Auflerdem ist Sy, wie bereits erwdhnt, genau dann eine Basis von M (K'), wenn t; und 5
vollstandige Wilder des ungerichteten NW Graphen von A sind. Die Matrix M (p) ist, bis
auf Permutation ihrer Spalten, eine Blockmatrix aus zeilen- und spaltendisjunkten Blécken
My, ..., M; mit den Spaltenmengen (1, ..., (), von denen jeder die VCR genau eines NW
Elementes reprasentiert. Das bedeutet, daff S\ 57 genau dann eine Basis von M (M) ist,
wenn (S\ S1) N C; fir alle ¢ € {1,...,1} eine Basis von M¢(M;) ist.

Zunéchst wird ein Spannungsquellenzweig z betrachtet. Der entsprechende Block M; hat
eine Zeileund 2 Spalten, {V.} ist die einzige Basis von M (M;), und {V,, I.}N(S\S1) = {V.}
ist Aquivalent zu z € ¢ N 1,.

Ist z ein Nullator-Zweig und M; der dazugehorende 2 x 2 Block, so ist {V,, I.} die einzige
Basis von M¢(M;), und {V,, .} C S\ 5 ist dquivalent zu z € 15 A z € 15.

Analoge Argumente fithren bei Stromquellen, Noratoren und Widerstdnden zum Ziel.

Stellvertretend fiir gesteuerte Quellen wird nun eine stromgesteuerte Stromquelle (CC-
CS) mit steuerndem Zweig x, gesteuertem Zweig y, Verstarkungskoeffizienten p; und dazu-
gehorendem 2 x 4 Block

‘/x‘/y ]x ]l/

1 070 0
Mi(p)_(o 0‘]3], _1)
mit der Spaltenmenge C; = {V,., I, V,, I, } betrachtet. Die einzigen Basen von M (M;) sind
{Ve, L.} und {V,,, I, }. Offenbar ist C; N (S\ S1) = {V,, [.} dquivalent zu {z,y} Nty = {y} A
{z,y}nity = {a} und C;N(S\ S1) = {Vi, [, } ist aquivalent zu {x,y} Nty = {x,y} Nty = {=},
was den Ersetzungen 1 und 2 in Tab. 2 entspricht.

Es seien nun z und y die Zweige eines Gyrators mit der Gyrationskonstante p; und dem
dazugehoérenden Block

‘/x Vy ]x ]l/

) o 10 0 p]‘
Mz(p)_(o 1‘_}7]' 0)

mit der Spaltenmenge C; = {V,, ., V,, [,}. Mc(M;) hat die vier Basen {V,,V,}, {V,, I},
{Vy, I,} und {1, I,}. Offenbar sind jeweils C; N (S\ S1) = {V,,V,} und {z,y} C t1 Nts,
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Cin(S\S1) ={Ve, L} und {z,y} Nty ={y} A {a,yt Nty ={x}, C:N(S\ S1) ={V,, ,} und
{z,y}nty ={a} A {a,y} Nty ={y}, und C; N (S\ S1) = {l, [,} und {z,y} N (L1 Uty) =0
einander dquivalent, was den Ersetzungen in Fig. 1(b), (d), (e) und (c¢) entspricht.

Es sei nun 7' = {t1,...,1,} die Menge der Zweige eines idealen w-Wicklungs-Ubertragers
mit den Wicklungsverhéltnissen p;, ..., p;, wobei [ = 74w —2 ist. Der dazugehorende Block

Ve Vi, Voo oo Vi, I, I, I I,
P —1
Pj+1 —1
M;(p) = :] (7)
Yl —1
L pj pivr 0 p

hat die Spaltenmenge C; = VU I7. Die Spaltenmenge Vp von M, ist linear abhéngig, und
fiir jede (w — 1)-elementige Menge T" C T ist die Spaltenmenge Vi von M, generisch linear
unabhéngig. Also ist (S'\.S1)NC; genau dann eine Basis von M (M;), wenn |(S\ S1)NVr| =
w—1und |[(S\ S1) N Ir| =1 gelten, was zu |T Nty = |T Nty] = w — 1 dquivalent ist. O

3.3 Beispiel: Fiir das in Fig. 2(a) dargestellte NW aus [29] sei ein PCT gesucht. Die Matrix
B(p) aus den ZSZSG (4) des NW ist

—11 o - —1e o1 @ ° ° °
—1-1 --1e1 ° ° ° °
—11 e o 1 o ° ° ° °
1—-11 o o o ° ° ° °
° o o o 1 - e - o1 11
° o o o o1l e—1le—-1- -1
° o o o ° 11 e —1 e
° o o o ° ° 1 1
1 e ° ° ° ° ) ’
° o ° ) 1 ) ° 0
o 1 ) ) ) ) ° 0
° o ° ° ) 1 o 0
o o a—1 - - e ° ° )
°o o o - —1 - o ° e -Trg e
°o o ° - —1 e - e ° o r; -
o 0 ° - —1- o ° ® oI5

wobei r; bzw. o Widerstandswerte bzw. der Verstarkungskoeffizient der gesteuerten Quelle
sind. Die Spaltenmenge

Sl = {‘/37 ‘/57 ‘/67 ‘/77]17]37]57]8}

ist eine Basis von M (K) und S\ Sy ist eine Basis von M¢(M). (Die entsprechenden gene-
risch linear unabhéngigen Spalten von K bzw. M sind in der obigen Matrix fett dargestellt.)
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1( 1Qp 2

(b)
Fig. 2: (a) Das in Beispiel 3.3 betrachtete NW aus [29]. Dieses NW hat ein PCT (¢4, 12).

Die Zweige von t; sind in (b) fett, die von t3 in (c).

(a) (d)

Fig. 3: Illustration von Beispiel 3.4. (a) Flip-Flop Netzwerk. (b) NW aus (a) nach Ersetzung
der Transistoren durch ein Ebers-Moll Modell. Dieses NW hat ein PCT (#1,1;). Die Zweige

von 11 sind in (c) fett, die von 5 in (d).

Nach Theorem 3.2 hat das NW ein PCT (#1,13) mit

= {1737578}7
1y = {1,2,4,8}.

Dieses PCT ist in Fig. 2(b) und (c) illustriert. Man beachte, daff das PCT gefunden wurde,
ohne die gesteuerte Quelle durch ein Ersatznetzwerk aus Widerstdanden und Nullator-Norator

Paaren zu ersetzen. (Die in [29, 2.3.17] vorgeschlagene Ersetzung hatte die Zweigzahl ver-
doppelt !) O

3.4 Beispiel: Fiir Fig. 3(b) dargestellte NW sei ein PCT gesucht. Die Matrix B(p) aus den

12



757SG (4) des NW ist

- —1 ¢ 1 -1 - e e e o

-1 -1 -

e o o 1

e o o o 1

- =1-11

- —1 o o o 1

1
11 -1 -

e o 1 o

1 —1 ¢ 1 o o

1 e —1 1

1 o o o

e —1 o o

e o o —1—-1 o

e o —1 1 e o 1

e o 1 o o o

s =1-11 1 e e

e 1 o —1 o —1

1

L] L] L] e I e L]

L] L] L] L] e I's o

L] L] L] L] L] ® I's -

- —1 e o

L] L] L] L] L] L] ® T4 .

- TH

- re -

e o —1 o o o

T

- —1 e o

L] L] L] L] L] L] L] - T8 .

e —1 o

- Qo

(&5

< ogq -

e o —1 o

- —1as e

1 o o o o o o

e 1 o o o o o

e o 1 o o o o

e o o 1 o o o

wobei r; bzw. «; Widerstandswerte bzw. Verstarkungskoeffizienten gesteuerter Quellen sind.

Die Spaltenmenge

Sl = {‘/17 ‘/27 ‘/37 ‘/67 ‘/107 ‘/117 ‘/127 ‘/137 ]47 ]57 ]77 ]87 ]97 ]127 ]147 ]167 ]17}

ist eine Basis von M (K) und S\ Sy ist eine Basis von M¢(M). (Die entsprechenden gene-
risch linear unabhéngigen Spalten von K bzw. M sind in der obigen Matrix fett dargestellt.)

Nach Theorem 3.2 hat das NW ein PCT (#1,13) mit

{4,5,7,8,9,12, 14,16, 17},
{1,5,7,8,9,14,15,16,17}.

l

la

Dieses PCT ist in Fig. 3(c) und (d) illustriert.

Die Abschnitte 4 und 5 enthalten Beispiele von NW mit Gyratoren und Ubertragern.
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4 Generisch eindeutige Losbarkeit resistiver Netzwer-

ke

In diesem Abschnitt wird eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die generisch ein-
deutige Losbarkeit resistiver NW angegeben. Diese Bedingung wird mit Hilfe von Spalten-
matroiden von Untermatrizen der in den ZSZSG (4) vorkommenden Matrizen ausgedriickt.
Eine Formulierung mittels PCT wird ebenfalls angegeben.

Daneben wird als eigenstindiges Ergebnis eine neue Klasse parameterabhiangiger Matri-
zen angegeben, deren maximaler mit ihrem Term-Rang {ibereinstimmt.

Das folgende Theorem ist das Hauptergebnis dieses Abschnitts.

4.1 Theorem: N sei ein resistives NW mit den ZSZSG (1), das die folgende Voraussetzung
erfillt.

(B) Es gibt eine disjunkte Zerlequng Zy U Zy der Zweigmenge von N so dafl die Aussagen
(B-1) bis (B-3) gelten.

(B1) Fiir die Zweigmenge Z. jeder Zusammenhangskomponente von N gilt entweder
Z.C 7y oder Z, C Z,.

B?2) ¢1 und g, seien die Zweige eines Gyrators von N'. Dann qilt entweder ¢, € 74
g g g ) g g
und g2 € Zy, oder g1 € Zy und g2 € 7.

(B3) ti1,...,t, seien die w Zweige eines idealen w-Wicklungs- Ubertragers von N'. Dann
gilt entweder {t1,...,t,} T Z; oder {t1,...,1,} C Zs.

Unter den angegebenen Voraussetzungen sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(i) N ist generisch eindeutig lGsbar.
(i1) Mc(K)V Mc(M) = (S,2°).

Falls N zusdtzlich zu den angegebenen Voraussetzungen auch die Bedingung (A) in Definition
3.1 erfillt, dann sind die Aussagen (i) und (ii) auch dquivalent zu der folgenden.

(iii) N hat ein PCT. O

Es ist offensichtlich, daff (B) nur dann eine Einschrinkung fiir die Topologie von N
darstellt, wenn A tatséichlich Gyratoren enthilt. Bevor Theorem 4.1 bewiesen wird, werden
einige Beispiele angegeben. Diese behandeln NW mit Gyratoren, von denen keines ein PCT
im Sinne von [29] hat, die aber alle ein PCT im Sinne von Definition 3.1 haben.

4.2 Beispiel: Das NW aus Fig. 4(a) hat das PCT ({2,4},{1,3}), erfiillt die Voraussetzun-

gen von Theorem 4.1, und ist deshalb generisch eindeutig l6sbar. O

14



(b)

Fig. 4: NW aus den Beipielen 4.2 bis 4.4. Keines dieser NW hat ein PCT im Sinne von
[29], aber alle haben ein PCT im Sinne von Definition 3.1. Das NW aus (a) geniigt den
Voraussetzungen von Theorem 4.1 und ist deshalb generisch eindeutig 16sbar. Die NW aus
(b) und (c) geniigen den Voraussetzungen von Theorem 4.1 nicht. Das NW aus (c) ist und
das NW aus (b) ist nicht generisch eindeutig losbar.

4.3 Beispiel: Das NW aus Fig. 4(b) hat ebenfalls das PCT ({2,4}, {1,3}), erfilllt aber die

Voraussetzungen von Theorem 4.1 nicht. Die Matrix

11 -1
111
B(p) = |5 g
1 —q - -
. o]
1

aus den ZSZSG (4) des NW ist singuldr, und das NW ist deshalb nicht generisch eindeutig
16sbar. O

4.4 Beispiel: Das NW aus Fig. 4(c) hat das PCT ({1,4},{2,3}), erftllt aber die Voraus-

setzungen von Theorem 4.1 nicht. Die Matrix

11
I
1 —1-1
Bp) = |3 -
1 —q - -
. o]
1

aus den ZSZSG (4) des NW ist trotzdem regular, und das NW ist deshalb generisch eindeutig
16sbar.

4

SchlieBllich geniigen die in Fig. 2 und Fig. 3 angegebenen NW aus den Beispielen 3.3 und 3.4
den Voraussetzungen von Theorem 4.1 und sind generisch eindeutig l6sbar.
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Die Idee des Beweises der Aquivalenz der Aussagen (i) und (ii) im oben angegebenen
Theorem besteht darin, zu zeigen, dafl

Me (;‘4) = Mc(K)V Mc(M) (8)

fiir die ZSZSG (4) der betrachteten NW gilt. Diese Identitat kann folgendermafen interpre-
tiert werden: Sind K’ bzw. M’ b x b-Untermatrizen von K bzw. M vom generischen Rang
b, die disjunkte Spaltenmengen haben, so hat (]I\}) den generischen Rang 2b. Hat umgedreht

(]I\}) den generischen Rang 2b, so gibt es derartige Matrizen K’ und M’.

Falls im Netzwerk keine Ubertrager und keine Gyratoren vorhanden sind, so beruht der
Beweis der Identitdt (8) darauf, daf sich verschiedene, von Null verschiedene Summanden in

der Entwicklung von det ( Mh(p)) nach den Zeilen von M (p) nicht fiir alle p € R* herauskiirzen

konnen. (Siehe dazu [23] und Proposition 4.6 weiter unten.)

Falls im Netzwerk Ubertrager vorhanden sind, dann enthilt die Matrix M(p) einige
Parameter mehrfach, und verschiedene Summanden der Entwicklung von det (Mk(p)) nach
den Zeilen von M(p) koénnen sich herauskiirzen. Durch Ausnutzung der Blockstruktur der
Matrix K werden wir allerdings in Lemma 4.8 zeigen, daf} sich zumindest einer der von Null
verschiedenen Summanden nicht herausgekiirzen 1a8t. Das bedeutet, dafl es im Hinblick auf
generische Losbarkeit nicht wichtig ist, ob Wicklungsverhéltnisse, die in der VCR sowohl
als Koeffizienten einer Spannung als auch als Koeffizienten eines Stromes auftreten (siehe
Tab. 1) als exakt gleich oder voneinander unabhéangig betrachtet werden.

Falls das betrachtete NW Gyratoren enthélt, dann zerfallen die Blocke von K wegen (B-
1) selbst wieder in Blocke. Nach Umordnen der nun 4 Blocke von K gelingt der Beweis von
(8) auf dieselbe Art und Weise wie im Falle von Ubertragern. Anschaulich 1aBt sich dieses
Umordnen der Blocke zumindest fiir den Fall, daf} einer der beiden durch die Zweigmengen
Z1 und Z, induzierten Untergraphen des ungerichteten NW Graphen des betrachteten NW
planar ist, erkldaren. In diesem Fall entspricht das Umordnen der Dualisierung des planaren
Unternetzwerkes. Dabei gehen wegen (B-2) Gyratoren in ideale Ubertrager iiber, und im
NW vorkommende Ubertrager bleiben wegen (B-3) Ubertrager.

Der Beweis von (8) wird nun schrittweise gefithrt, und zunichst werden einige Begiffe
definiert.

4.5 Definition: B: R* — L(R",R™) sei eine parameterabhingige m x n Matriz, m,n, k €
NU{0}. Ein Term von B ist eine Menge T C {1,2,...,m}x{1,2,...,n}, die die Figenschaft
hat, daf

(r=r"Vec=d)= (r,c)=(r',d)
fiir alle Paare (r,c),(r',c") € T gilt, d.h., zwei verschiedene Elemente von T gehdren weder
zur selben Zeile, noch zur selben Spalte von B. (Im Falle min{m,n} = 0 ist also T =0 der
einzige Term von B.)

Der Term T von B heifit verschieden von Null, falls es ein p € R* gibt, so daff B(p),. # 0
fir alle (r,c) € T gilt, er heifit voll, falls |T| = min{m,n}. Die maximale Kardinalitit
eines von Null verschiedenen Terms von B heifit Term-Rang von B und wird mit rank(B)
bezeichnet. (aq,az, ..., ax) heifft Exponent des von Null verschiedenen Terms T von B, falls
Wi oyerB(p)re = A -pit - py® ... - pp* fiir ein X € R gilt.
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Es seien nun A € L(R™Y R™) eine m x (m + q)-Matriz und B: RF — L(R™1 RY) eine
parameterabingige ¢ x (m + q)-Matriz, m,q € NU{0}. Ein Term von (A, B) ist ein voller
Term T = {(r1,c1),(re,ca), ..., {rq, )} von B. Der Term T von (A, B) heifit verschieden
von Null, falls T als Term von B verschieden von Null ist und die Untermatriz von A aus
den Spalten {1,2,...,m+ ¢} \ {c1,...,¢c,} regulir ist.

Falls ein von Null verschiedener Term T wvon (A, B) als Term von B einen Frponenten
hat, dann wird dieser Exponent auch Exponent des Terms T von (A, B) genannt. O

Das folgende Resultat beweist die Identitat (8) bereits fiir den Fall, dal N weder ideale
Ubertrager, noch Gyratoren enthilt und wird auch im Beweis des allgemeinen Falles benutzt.

4.6 Proposition: Fs seien m,q € NU {0}, A € L(R™? R™) eine m x (m + q)-Matriz
und B: RF — L(R™ RY) eine parameterabhingige q¢ x (m + q)-Matriz, die die folgenden
FEigenschaften hat.

(i) Jedes Element von B(p1,...,px) ist entweder eine reelle Konstante, oder ist gleich dem
Produkt aus einem Parameter p; und einer reellen Konstante.

(ii) Jede Zeile von B(p1,...,pr) enthdlt héchstens eine von Null verschiedene Konstante.
(tii) Jeder Parameter p; tritt in B(p1,...,pr) hochstens einmal auf.

Unter den angegebenen Voraussetzungen gilt, dafy zwei von Null verschiedene Terme von
(A, B) vom selben Exponenten identisch sind. O

Beweis: EsseienT' = {(r1,¢1), (r2,¢2), ..., (rg,¢) y und T = {(r1,¢}), (ra,¢h), ... (rg, ¢)}
zwei solche Terme von (A, B) und ohne Beschrankung der Allgemeinheit gelte ¢; # ¢}. Falls
B(p)s, ., eine von Null verschiedene Konstante ist, dann enthélt B(p),, » wegen (ii) einen
Parameter. Dieser kann wegen (iii) nicht in II}_, B(p),, ., auftreten. Widerspruch.

Ist jedoch B(p).,., keine von Null verschiedene Konstante, dann enthalt B(p),, ., einen
Parameter, und dieser kann wegen (iii) nicht in IIZ_, B(p),, - auftreten. Widerspruch. O

Das folgende Lemma erméglicht es, den maximalen Rang bestimmter parameterabhéngiger
Matrizen durch die Berechnung ihrer Term-Rénge, d.h. durch einen polynomialen Algorith-
mus, zu ermitteln. In diesem Bericht wird es auf Untermatrizen der Matrix M (p) aus (4)
angewendet.

4.7 Lemma: B: R* — L(R",R™) sei eine parameterabhingige m x n Matriz, die folgende
FEigenschaften hat.

(i) Jedes Element von B(p1,...,px) ist entweder eine reelle Konstante, oder ist gleich dem
Produkt aus einem Parameter p; und einer reellen Konstante.

(i) Falls B(p1,...,pk)i; einen Parameter enthdll, der in B(p1,...,pr) mehrfach auftritt,
dann tritt im verbleibenden Teil deriten Zeile oder im verbleibenden Teil der jten Spalte
kein in B(p1,...,pr) mehrfach auftretender Parameter auf.
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(tii) Falls B(pi,...,pr)i; eine von Null verschiedene Konstante ist, dann tritt im verblei-
benden Teil der iten Zeile oder im verbleibenden Teil der jten Spalte weder eine von
Null verschiedene Konstante, noch ein in B(p1,...,px) mehrfach auftretender Para-
meter auf.

Unter diesen Voraussetzungen gult

max rank B(p) = rank;(B). O
pERF
Beweis: Die Relation max,cgr rank(B(p)) < rank,(B) ist bekannt [34, Lemma 5.3.1].
Mit der Abkiirzung r = rank(B) wird im folgenden gezeigt, daff r < max cgx rank(B(p))
gilt.

(a) Man kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit m = n = r annehmen.

(b) Man kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, daf} alle Parameter p; bis
pr mehr als einmal auftreten.

Um das zu sehen, nimmt man an, dafl genau die Parameter p; bis pg in B(p1,...,pk)
héchstens einmal auftreten. Weil B den Term-Rang r hat, gibt es wenigstens einen
vollen von Null verschiedenen Term von B.

a sei der Exponent eines solchen vollen von Null verschiedenen Terms von B, der den
Ausdruck 3% | a; unter allen vollen von Null verschiedenen Termen von B minimiert.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kann man o = a2 = -+ = a3, = 1 und
g +1 = -+ = g = 0 annehmen.

Offenbar iibersteigt der maximale Rang der parameterabhdngigen Matrix

Bl: (plv"'vpdmpd-l-lv"'vpk) = B(plv"'7pd1707'"707pd+17"'7pk)

nicht den von B, und (1,1,...,1) € {1}% ist der Exponent eines von Null verschiedenen
Terms von Bj, der den Ausdruck 2%, o; unter allen von Null verschiedenen Termen
von B; minimiert.

Folglich tritt der Ausdruck py - py ... pg, in allen von Null verschiedenen Summanden
der Laplace-Entwicklung von det By(p1,...,pd,, pat1,--.,pr) als Faktor auf, und man

kann annehmen, dafl By(p1,...,pd, pat1,---,pr) die Form

poo*
>|< p2 PR >|< >I<
0ok e Py
X

B2(pd+17 . e 7pk)

hat. Man sieht leicht, daf§ voller maximaler Rang von By vollen maximalen Rang von
B nach sich zieht und daf} sich die Eigenschaften (i) bis (iii) von B auf By iibertragen.

Nun kann man die obige Argumentation auf By anstatt auf B anwenden, usw., bis
jeder der auftretenden Parameter mehrfach auftritt.
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(c) Nun sei o der Exponent eines vollen von Null verschiedenen Terms T von B, der den
Ausdruck Y% | oy unter allen vollen von Null verschiedenen Termen von B maximiert.
Man kann nun ohne Beschréankung der Allgemeinheit annehmen, daf}

P

P
P2

P2
Pk

Pr

X

Ba(p)

und daf} der betrachtete Term T' aus den Diagonalelementen von B(p) besteht. Man
beachte, daf die obere linke Untermatrix von B wegen (ii) und (iii) eine Diagonalmatrix
ist und dafl keiner der vollen von Null verschiedenen B4-Terme ein Element enthalt,
das zu einem Parametereintrag gehort.

(d) Es sei nun T” ein voller von Null verschiedener Term von B vom selben Exponenten
«, der ein Element aus der oberen rechten bzw. unteren linken Untermatrix von B(p)
enthélt, z.B. in der jten Spalte bzw. Zeile. Wegen (c) ist B(p),, eine Konstante, und
der verbleibende Teil der jten Zeile bzw. Spalte von B ist wegen (iii) gleich Null. Also
gilt det B(p) = pi* - ... pp* - det Ba(p).

(e) Jeder vom Diagonal-Term verschiedene volle Term von By, der von Null verschieden
ist und den Exponenten (0,...,0) hat, wiirde ein Element enthalten, das zu einer
Konstante auflerhalb der Diagonale von By gehort. Wegen (iii) kann diese Konstante
nur Null sein. O

Nun wird (8) auch fiir die NW, die ideale Ubertrager oder Gyratoren enthalten, gezeigt.

4.8 Lemma: Firi € {1,2,...,r} scien k; x n;-Matrizen K; € L(R™ R*) und parameter-
abhéingige m; x n;-Matrizen M;: R¥ — L(R"™ R™) sowie eine parameterabhéingige mo X no-
Matriz My: R*¥ — L(R™ R™) gegeben, wobei ng = Y._, n; gilt.

Die Matrizen M; haben fir: € {0,1,...,r} die Eigenschaften (i)-(iii) von B in Prop. 4.6.
Auferdem enthdlt die Matriz Mo(p) keinen Parameter p;, der in einer der anderen Matrizen

M;(p) auftritt.
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Unter diesen Voraussetzungen gilt

K,
Ky
- M
K !
K, ! K, M,
Me MIM = Mg . vV M¢ ) O
2 Co M.
K My
M,
My

Beweis: Es bezeichne M die Matrix des Matroides auf der linken Seite der behaupteten
Identitdt, K sei die Matrix des ersten Matroids in der Summe auf der rechten Seite, und M’
sei die Matrix des zweiten Matroids auf der rechten Seite.

Nach [34, Statement 11.2.1] ist jede in M (M) unabhédngige Menge X auch unabhéngig
in Mc(K)V Mc(M').

Es bleibt zu zeigen, dafl die Vereinigung X;UX, zweier disjunkter, in M (K) bzw. Mo (M)
unabhéangiger Mengen X; bzw. X3 in M (M) unabhéngig ist.

(a) Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man annehmen, dafi M quadratisch ist
und | Xq| = Y0,k und | X3| = 307, my gelten. Offenbar gibt es dann einen von Null

verschiedenen Term von (K, M").

(b) Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man mo = 0 annehmen, d.h., da} M,
garnicht vorkommt. (Um das zu sehen, wendet man die Argumentation vom Teil (b)
des Beweises von Lemma 4.7 an. Die einzige Anderung besteht darin, daf man Terme
von (K, M') anstelle von Termen von B betrachtet.)

(c¢) Die vereinfachenden Annahmen in (a) und (b) kénnen gleichzeitig gemacht werden.
Insbesondere hat M nach Umordnen der Zeilen die Form
K,
M (p)

K,
M(p) = Ms(p)

Offensichtlich sind die Blécke (Ml‘(’p)
von (K, M) ist die disjunkte Vereinigung von Null verschiedener Terme von (K;, M;).

Wegen (a) gibt es wenigstens einen solchen von Null verschiedenen Term von (K, M'),
und folglich sind nach Prop. 4.6 die Blocke G}’) fiir alle z generisch regular. 4

7

) quadratisch und jeder von Null verschiedene Term

Beweis (von Theorem 4.1): Wenn N generisch eindeutig 16sbar ist, dann ist p —
det (Mk(p)) ein von Null verschiedenes Polynom. Insbesondere gibt es einen von Null ver-
schiedenen Term von (K, M), und (ii) gilt wegen (8) und Lemma 4.7.
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Es gelte nun (ii), und 73 U Zy = Z sei eine solche Zerlegung der Zweigmenge 7 von
N, deren Existenz in Voraussetzung (B) gefordert wird. Wegen (B-1) kann man ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit annehmen, dafl die Matrix K der ZSZSG (4) von N die Form

Vg, Vg, Iz, Iz,
AN AN AN AN
Ky,
. Ky,
K = S (9)
[X[l
K,

hat, wobei Ky, und Ky, zu den KIRCHHOFFschen Maschengleichungen und K7 und Ky, zu
den KIRCHHOFFschen Schnittgleichungen gehoren.
Wegen (B-2) und (B-3) hat die Matrix M der ZSZSG (4) von N die Form

Gy Gy
Gy Gl
Th
M = Ty, (10)
Tn
T3
My

Dabei gehéren die Matrizen Ty; und Ty5 zu den VCR der Ubertrager in Zy, Ty und Ty
gehoren zu den VCR jener in Zy, Gy, G, Go1 und Ggg gehdren zu den VCR der Gyratoren,
und My gehort zu den VCR der anderen Elemente.

Durch Umordnen von Zeilen und Spalten kann man G}) in die Form

Ky
Ky
My
M,
Mo

bringen, wobei My die Matrix My nach Umordnen ihrer Spalten bezeichnet und

Ky,
Al:( : KI)7
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und

Giay Gl
M, = AT
Tn

gelten. Offenbar hat M die Figenschaften von B in Lemma 4.7, und M; und K; erfiillen
die Voraussetzungen von Lemma 4.8. Insbesondere enthalten wegen (B-2) und (B-3) weder

(G11|G1a), noch (Gar|Gaz), (TH ) oder (T Tm) irgendeinen Parameter mehrfach.
2 21

1
Wegen Lemma 4.8 gilt also (8), und folglich ist (]I\}) generisch regular.
Die Aquivalenz von (ii) und (iii) folgt aus Theorem 3.2. O

5 Generisch eindeutige Losbarkeit, Komplexitatsord-
nung und Anfangswertkoordinaten dynamischer Netz-
werke

In diesem Abschnitt wird eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die generisch

eindeutige Losbarkeit dynamischer NW angegeben. Auflerdem werden diejenigen Teilmengen

der C-Spannungen und L-Stréme, die ein GFSSC bilden, und diejenigen NW, deren Z57ZSG

vom generischen Index 1 sind, charakterisiert. FEine Vorschrift zur Modifikation eines NW,

die ein NW mit Z57ZSG vom generischen Index 1 liefert, wird ebenfalls angegeben.
Zunéchst geht es im folgenden Theorem um Lésbarkeit.

5.1 Theorem: (/) seien die ZSZSG eines NW N, das die Bedingung (B) in Theorem 4.1

erfillt. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(i) N ist generisch eindeutig lGsbar.

(ii) Das NW, das man aus N durch Ersetzung aller Reaktanzen durch Widerstinde erhilt,
ist generisch eindeutig [6sbar.

(iii) Mo(K)V Mo(M)V Mc(Are + Bro) = (5,25).

Falls das NW N zusdtzlich die Bedingung (A) in Definition 3.1 erfillt, dann sind die Aus-
sagen (i) bis (iii) auch zur folgenden Aussage (iv) dquivalent.

(iv) N hat ein PCT. O

Beweis: Zunéachst folgt aus Prop. 4.6 und Lemma 4.7, dafl M¢ (SALC]\‘{BLC) = Mc(M)V
Mc(SALC + BLO) und Mc(SALC + BLO) == MO(ALO + BLC) fir alle s - R\ {0} gelten.

AuBerdem ist die Aquivalenz von (ii) und (iv) gerade Theorem 4.1.
(1) <= (411) Wegen Lemma 4.8 gibt es genau dann ein p € R* und ein s € R\ {0}, so daB

sA(p) + B(p) regular ist, wenn M¢(K)V MC(ALCJ\-{BLC) = (5,25) gilt.
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1 -[b—l ].4 2 ©b+l 1 b-1 4 2 b+l 1 b-1 4 2 b+l
(a) (b) (c)
Fig. 5: Hlustration von Beispiel 5.2. (a) NW aus [33]. Dieses NW hat ein PCT (#1,13). Die

Zweige von 1y sind in (b) fett, die von # in (c).

(1i1) <= (17) Nach Lemma 4.8 ist (iii) dazu &quivalent, daBi A + B generisch reguldr ist.
Es sei f: RF{0} — R*{0}: (p1,....px) — (g1, qx), so daB ¢; = 1/p; fiir alle die 4,
fiir die p; einen Kapazitatswert reprisentiert, und ¢; = p; fir alle anderen 2. Dann
sind (A(f(p)) + B(f(p))) (1;) = 0, bis auf Multiplikation einiger Zeilen mit von Null
verschiedenen reellen Zahlen, ZSZSG desjenigen NW, das man aus N durch Ersetzen
aller Reaktanzen durch Widersténde erhélt. Offenbar ist die generische Regularitat
von A+ B zu der von (Ao f 4+ Bo f) dquivalent. O

5.2 Beispiel: Fig. 5(a) zeigt ein NW aus [33]. Es sei L die Menge der Induktivitats-Zweige.
Dann ist offenbar (L U {1}, L U{2}) ein PCT; siehe Fig. 5(b) und (c). Wegen Theorem 5.1
ist das NW also generisch eindeutig 16sbar. O

5.3 Beispiel: Das in Fig. 6(a) (Seite 39) dargestellte NW ist ein elektrisches Ersatznetzwerk
eines frequenzanalogen piezoelektrischen Kraftsensors [40,41]. Die Zweigmengen

{1,2,5,...,10},
{11,12,...,16}

bzw.

{3,4,17,...,10N + 16}

reprasentieren einen elektrischen Oszillator, zwei piezoelektrische Wandler bzw. einen me-
chanischen Balken. Offenbar ist (¢1,%2) mit

tl =t U {10},
ty =tU {9},

N
t=13,5,7,8,16,19} U | J (10n + {7,8,10,11,13,15})

n=1

ein PCT, und das NW ist deshalb generisch eindeutig losbar. (Es seien (4) die ZSZSG des
betrachteten NW. Theoretisch kénnte man die generisch eindeutige Losbarkeit des NW auch
durch symbolische Berechnung des Ranges von A(p) + B(p) feststellen. Das wurde fiir ein
NW mit N = 8 auf einer UltraSparc-1 Workstation (167 MHz CPU-Takt, 256 MB RAM)
unter Mathematica mit dem Befehl RowReduce versucht. Die Rechnung brach nach iber 22
Stunden Rechenzeit mit der Meldung Out of Memory. ab.) O
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Im néchsten Theorem werden diejenigen Teilmengen der C-Spannungen und L-Stréme cha-
rakterisiert, die ein GFSSC bilden. Zuvor wird die Definition eines NSF auf PCT {ibertragen.

5.4 Definition: Ein PCT (t1,t3) eines NW N heifit normales Paar konjugierter Biume
(NPCT), falls es unter allen PCT von N die Summe aus der Anzahl der C-Zweige in den
Bdumen und der Anzahl der L-Zweige auflerhalb der Biume mazimiert, d.h. falls |t; N C| +
|L\ ti| den Wert

max{|51 NCl+|L\ s ‘ (81, 82) ist ein PCT von N} (11)
annimt. ]

5.5 Theorem: (/) seien die ZSZSG eines generisch eindeutig l6sbaren NW N, das die
Bedingung (B) in Theorem 4.1 erfillt. Auferdem seien C bzw. L die Mengen der C-Zweige
bxw. L-Zweige von N .

Unter diesen Voraussetzungen gelten die folgenden Aussagen.

(i) Die generische Komplexititsordnung von N ist

maX{|(VC U 1) N Bs ‘ B, S\ (B1UB3), bzw. Bs sind paarweise disjunkte Basen
von Mc(K), Mc(M), bzw. Mc(Apc + BLC).}. (12)

Fualls die Basen By und Bs in (12) das Maximum liefern, dann ist (Vo U IL) N Bs ein
GFSSC.

(ii) Falls das NW N zusdtzlich die Bedingung (A) in Definition 3.1 erfillt, dann ist seine
generische Komplexititsordnung gleich dem Wert von (11). Falls (t1,t2) ein NPCT
ist, dann ist Vong, U I\, ein GEFSSC. O]

5.6 Beispiel: Das in Beispiel 5.2 fiir das NW aus Fig. 5(a) gefundene PCT ist das einzige
PCT dieses NW, und folglich auch ein NPCT. Es gilt namlich fiir jedes PCT (#],},) des
betrachteten NW b € ¢}, und folglich b—1 ¢ t|. Aulerdem gilt b—2 € ¢}, da jeder vollstindige
Baum zusammenhéangend ist. Daraus folgt b—3 ¢ t{ usw. und schliefllich ¢; = ] und ¢y = t,,.
Folglich ist die generische Komplexitatsordnung des NW aus Fig. 5(a) gleich 0. 4

Einen Beweis des angegebenen Theorems kénnte man durch direktes Umstellen der ZSZSG
(4) des NW A erhalten. Eine solche Behandlung parameterabhangiger Scharen von grofierem
generischen Index als 1 hat sich bei &hnlichen Problemen stets als umsténdlich und langwierig
herausgestellt [1,20,23]. Das folgende Ergebnis erlaubt es, den Beweis von Theorem 5.5 durch
Behandlung einer konstanten Schar vom Index 1 zu fithren.

5.7 Proposition: Fir die parameterabhingige DAFE (3) sei angenommen, daff die n X n-
Matrizen A, B: R* — L(R",R") € C¥ analytisch vom Parameter abhingen und (A, B) eine
generisch requlire Schar vom generischen Index p ist.

Auferdem sei g: [ — R™ € C* eine p mal stetig differenzierbare Abbildung und I C R
offen, zusammenhdngend und nichtleer.
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FEs seien weiter

r = max deg (5 — det (sA(p) + B(p))) (13)

pER¥
sowie py € R* derart, daf (A(po), B(po)) regulir ist und fir p = po in (13) das Mazimum
angenommen wird.
Dann ist jedes vollstindige System von Anfangswertkoordinaten der DAE A(po)&+B(po)r =

0 ein vollstindiges System generischer Anfangswertkoordinaten der parameterabhingigen

DAE (3). O

Beweis: Es sei s € R derart, dal soA(po) + B(po) reguldr ist, was wegen A, B € C¥ die
generische Regularitdt von sgA 4+ B nach sich zieht. Mit der Vereinbarung

M(p) = adj (soA(p) + B(p)) A(p)

folgt aus (13), den Voraussetzungen an py und der Normalform (1) (fiir festes p), daf es eine
offene dichte Menge U C R* mit p, € U gibt, so daf

r =dimim M (p)", (14)
R™ =1im M (p)" & ker M(p)"

firr alle p € U gelten. (Es gilt (soid +N)™! = Z?;O(—S)iNi und deshalb auch ((soid +N)_1N)m =
N™ ((soid +N)™1)™ = 0 fiir jede nilpotente m x m Matrix N.)

Es seien nun m;,, ..., m; Spalten von M(-)", fiir die

im M(p)" = span{m, (p),...,m; (p)} (15)

fiir p = po gilt. Wegen A, B € C* und (14) gibt es eine offene dichte Menge U/ C R* mit
po € U’ derart, da (15) sogar fiir alle p € U’ gilt. Im folgenden wird ohne Beschrankung
der Allgemeinheit U = U’ angenommen.

Es gibt eine parameterabhangige r x r-Matrix R: U — L(R",R") und eine parameter-
abhéngige (n—r) X (n—r)-Matrix N:U— L(R™ ", R" "), so daB fiir alle p € U die Matrizen
R(p) regular und N(p) nilpotent sind und

-1 R(p) 0
ro- e - (0 50 (16)
gilt [36]. Dabei ist T': U — L(R™, R") eine parameterabhangige n x n-Matrix, deren linke r
Spalten gerade my,,...,m;, sind und fiir die T'(p) fiir alle p € U regular ist.

Nun wird die DAE (3) fiir ein p € U betrachtet und es wird angenommen, dafi Z =
{1,2,...,r} das vollstindige System von Anfangswertkoordinaten ist, um das es geht. Aufer-
dem seien A(p) = P diag(idgr, N)@ und B(p) = P diag(W,idg~--)@ in Analogie zur Nor-
malform (1).

Dann gilt Py = Q71 (R” x {1 (= N)'(idgn —7) P71 Dq(t)}), wobei P; die zu t gehérende
Menge konsistenter Anfangswerte fiir (3) und #: R”™ — R™ der orthogonale Projektor auf
span{eq, €, ..., ¢, ist. Folglich gilt 7P, = R"x{0}"~" genau dann, wenn die obere linke rx -
Untermatrix von Q! regulér ist. (Die Giiltigkeit der Aussage, Z sei ein vollstandiges System
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von Anfangswertkoordinaten hangt also weder von ¢, noch von ¢ ab, wenn man ¢ € dom g
voraussetzt. Daraus folgt die Korrektheit der entsprechenden Definition in Abschnitt 2.1.)

Aus dem Beweis der Normalform (1) in [36] folgt, dal die obere linke r x r-Untermatrix
von T'(p) in (16) genau dann reguldr ist, wenn die entsprechende Untermatrix von ¢~!
regulér ist, d.h. wenn Z ein vollstindiges System von Anfangswertkoordinaten ist.

Aus den Voraussetzungen des Satzes folgt also, dafi die linke obere r x r-Matrix von
T(po) in (16) reguldr ist. Wegen M € C'“ und der Konstruktion von 7T ist die entsprechende
Untermatrix von T'(p) fiir alle p aus einer offenen dichten Teilmenge von R* regulér. O

Beweis (von Theorem 5.5): Zunéchst folgt aus Prop. 4.6 und Lemma 4.7, daf}
Mc( M ) = Mc(M)V Mc(sAre + Bre) und Me(sApe + Bre) = Mce(Are + Bre)

sArc+Brc
fiir alle s € R\ {0} gelten.
Bi bzw. Bs seien solche Basen von M (K) bzw. Mc(Are + Bre), die in (12) das
Maximum liefern. Mit den Vereinbarungen r = |(Ve U Ip) N Bs|, ¥ = |L U C| —r und
By = S\ (By U B3) folgt aus den Voraussetzungen, dafi sA(p) + B(p) bis auf Permutation

von Spalten und Zeilen die Form

(Vo ulp)nBs (Vo ulIp)\ Bs

sA1(p) —idp-r

—idp Az (p)

} M(p) (17)

Mn(p) M12(p) le(p) M22(p) M23(p)

hat. Dabei sind Aq(p) baw. Ag(p) rxr bzw. r’ xr’ Diagonalmatrizen, deren Diagonalelemente
Kapazitats- und Induktivitdtswerte sind.

Die Spaltenmengen von My = (My1|Miz) bzw. My = (M| Maz| Mss) sind Bs bzw. B1UBs,
und M, ist nach Lemma 4.8 generisch regular. (Man beachte, dafl |By| = b, |Bs| = b—|[LUC|
und |Bs| = |L U C| gelten.) Da jeder der ersten r Diagonalelemente von (17) ein Parameter
ist, der in (17) nur einmal auftritt, gilt » < deg (3 — det(sA(p) + B(p))) fiir alle p aus einer

offenen dichten Teilmenge von R*, und da B; und Bs in (12) das Maximum liefern, gilt sogar
Gleichheit. Also ist r die generische Komplexitétsordnung von N.

Offenbar kann man py, € R* so wihlen, daff A;(py) = idgr und Ay(po) = 0 gelten und
My(po) regulér ist. Es ist leicht zu sehen, daff die Voraussetzungen von Prop. 5.7 erfiillt sind.
Insbesondere ist (Ve U I1) N Bs ein vollstandiges System von Anfangswertkoordinaten fiir
A(po)& + B(po)x = 0.

Es selen nun By = 57 € S und ¢; und ¢; wie in Theorem 3.2. Nach diesem Theorem
ist (#1,%2) genau dann ein PCT, wenn By eine Basis von M¢(K) und S\ B; eine Basis von

A4c( M ) ist.

Arc+Brc
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Es gentigt nun zu zeigen, daf fiir beliebige paarweise disjunkte Basen By = Sy, S\ (B1UB3)
bzw. Bs von M¢(K), Mc(M) bzw. Mc(Are + Bre)

Ve N Bs = Veaw,,
]L ﬂ 83 — ]L\t1

gelten. Da NV die Bedingung (A) in Definition 3.1 erfiillt, gilt Ve U Iue € By U Bs. Dann
folgen VgﬂBg = Vc\Bl = chtz = VCﬁt2 und ]LB;), = ]L\Bl = ]L\(tl‘l‘b) = ]L\]tl = ]L\tl
mit (5) und (6) aus Theorem 3.2 O

Von besonderem Interesse sind NW, deren ZS7ZSG vom Index 1 sind, bei denen also alle
C-Spannungen und alle L-Stréome zusammen ein vollstdndiges System von Anfangswertko-
ordinaten bilden. Das folgende Ergebnis charakterisiert solche NW. Auflerdem wird eine
Methode zur Modifikation eines beliebigen generisch eindeutig l6sbaren NW angegeben, die
ein NW liefert, dessen ZSZSG vom generischen Index 1 sind.

5.8 Korollar: (/) seien die ZSZSG eines NW N, das die Bedingung (B) in Theorem 4.1
erfillt. Auferdem seien C bzw. L die Mengen der C-Zweige bzw. L-Zweige von N .

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(i) N ist generisch eindeutig l6sbar und vom generischen Index 1.

(ii) Das NW, das man aus N durch Ersetzung aller C-Zweige durch Spannungsquellen-
Zweige und aller L-Zweige durch Stromquellen-Zweige erhdlt, ist generisch eindeutig
losbar.

(tii) S\ (Ve U Ip) ist eine Basis von Mc(K)V Mc(M).
(iv) Vo U Iy, ist ein GFSSC.

Falls das NW N zusdtzlich die Bedingung (A) in Definition 3.1 erfillt, dann sind die obigen

Aussagen auch dquivalent zu der folgenden Aussage.
(v) N hat ein PCT (ty,t3) mit C Cty und LNty = 0. O
Beweis: Es ist klar, dafl ind,(A, B) = 1 genau dann gilt, wenn

LU C| = deg (s — det(sA(p) + B(p))) (18)

fiir alle p aus einer offenen dichten Teilmenge von R* gilt. Die Aquivalenz zwischen (i), (iv)
und (v) ist offensichtlich.

(1) = (#¢) Die aus den Spalten S\ (Vo UI}) bestehende Untermatrix von G}) ist wegen (18)
generisch regular, die Spaltenmenge Vi U I, von A ist generisch linear unabhéngig,

alle anderen Spalten von Ars enthalten nur Nullen, und das modifizierte NW ist genau
i

dann generisch eindeutig 16sbhar, wenn (AJ\} ) generisch regulér ist.
LC
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]\‘4) ist generisch linear unabhéangig, da

die entsprechenden Spalten von Apc nur Nullen enthalten, und die Behauptung folgt

(11) = (¢i7) Die Spaltenmenge S\ (Vo U I1) von (I

aus Lemma 4.8.

(111) = (¢) (18) gilt fiir alle p aus einer offenen dichten Teilmenge von R*, da die Spalten-
menge S\ (Ve U 1) von (]I\}) wegen Lemma 4.8 generisch regulér ist und jedes von
Null verschiedene Element von Apc ein in sA(p) + B(p) genau einmal auftretender
Parameter ist. g

5.9 Korollar: N sei ein generisch eindeutig losbares NW, das die Bedingungen (A) and
(B) in Definition 3.1 und Theorem 4.1 erfillt. Aufierdem sei (t1,ty) ein NPCT von N
N sei das NW, das man aus N wie folgt erhdlt.

(i) In Reihe zu jedem C-Zweig von N, der nicht in t; ist, wird ein R-Zweig oder ein
L-Zweig eingefiigt.

(ii) Parallel zu jedem L-Zweig von N, der in ¢y ist, wird ein R-Zweig oder ein C-Zweig

eingefiigt.
Dann ist N generisch eindeutig [6sbar und vom generischen Index 1. O
Beweis: Das ist eine einfache Folgerung aus Kor. 5.8. 4

5.10 Beispiel: Das in Fig. 5(a) dargestellte NW ist fiir b > 5 nicht vom generischen Index
1. Das NW, das man durch Einfiigen von Widerstdnden parallel zu jeder Induktivitdt und
in Reihe zu jeder Kapazitat erhalt, ist nach Kor. 5.9 vom generischen Index 1. (Dagegen
ist das NW, das man durch Finfiigen von Widerstdnden in Reihe zu jeder Induktivitdt und
parallel zu jeder Kapazitat erhilt, nicht vom generischen Index 1.) O

5.11 Beispiel: Das in Beispiel 5.3 behandelte NW aus Fig. 6(a) (Seite 39) ist offenbar nicht
vom generischen Index 1, da es einen L-Schnitt enthédlt. Allerdings ist nicht so einfach zu
entscheiden, ob das in Beispiel 5.3 gefundene PCT normal ist. g

6 Uber die Position der Minoren maximalen Grades

Sowohl Proposition 2.1, als auch der Algorithmus aus [33] erfordern zur Berechnung des
Index’ der ZSZSG (4) eines NW die Berechnung der Grade aller 46> Minoren der Ordnung
2b— 1 von sA(p) + B(p). Das folgende Resultat zeigt, dafi die Untersuchung von

(p—7)(2b—p)

Minoren ausreicht. (Es gilt (p—r)(20— p) < b*.) Dabei bedeuten p die Anzahl der Reaktan-
zen, b die Anzahl der Zweige, und r die generische Komplexitétsordnung des betrachteten

NW.
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6.1 Theorem: (/) seien die ZSZSG eines generisch eindeutig l6sbaren NW N, das die
Bedingung (B) in Theorem 4.1 erfillt, C bzw. L seien die Mengen der C-Zweige bzw. L-
Zweige von N .

By und Bs seien Basen, die in (12) das Maximum liefern, und mit der Vereinbarung
r=|(Ve UlIr)N Bs| gelte r < |[LUC.

7 sei die Menge der Zeilen von K und M in (4), d.h., Z ={1,2,...,2b—|LUC|}.

Ly bzw. C seien diejenigen Mengen von L-Zweigen bzw. C-Zweigen, die Voyo, U It\r, =
(Ve U I) N By erfillen.

Dann ist der generische Index von N gleich

1—r+ enax ;ré%i( deg (3 — adj(sA(p) + B(p))m'). O
sez

Beweis: Im folgenden werden die Bezeichnungen aus dem Beweis von Th. 5.5 benutzt,
insbesondere aus (17). Auflerdem sei

ror
Iy | 1qo I3 br
Iy | Iy I3 b
adj(sA(p) + B(p)) = | L | Isn | I3 pro,
Iy | 1so Iy3 b
Iy | Iso I53
wobei die Argumente s und p in allen Elementen fortgelassen wurden.
Es gilt
I3 I33
O=s|la |+ |ls| M (19)
I5 I53
I3, I33
0=—|loa| + | Las | Mi2 (20)
I5o I53
0= —1y + Los My (21)
0 = 51297y + I53Ms, (22)
0=—1+ LizsMy (23)
0 = s5l12Ay + L13Ms, (24)
0 = SA1]13 - ]33 (25)
0= —1gg + I33M;o (26)
und
I33
det(sA(p) + B(p))idgoo—r— = My1I1s + Miglys + My | Iss | . (27)
I53
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Aus (19), (20), (21), (22), (23), und (24) folgt, daB die rechten 2b — r — 1’ Spalten von
adj(sA(p) + B(p)) ein Element mit maximalem generischen Grad in s enthalten miissen.
Da M, generisch reguldr ist folgt aus (27), dafi I35 oder I3 ein Element mit maximalem
generischen Grad in s enthalten, wenn [33, I43, oder 53 ein solches Element enthalten. (Der
maximale Grad ist wenigstens r + 1, da A nach Kor. 5.8 wenigstens vom generischen Index
2 ist.)

Aus (25) und (27) folgt, dafl ;5 kein solches maximales Element enthélt. O

6.2 Beispiel: Das in Fig. 5(a) dargestellte NW ist vom generischen Index b — 1. Hier wird
das allerdings lediglich fiir den Spezialfall b = 5 gezeigt. Wie bereits in Beispiel 5.10 gezeigt
wurde, ist das Polynom s +— det(sA(p)+ B(p)) eine von Null verschiedene Konstante. (Dabei
sind A und B die Matrizen aus den ZSZSG (4) des NW.) Es gilt

1-11 -1
-—111

sA(p) + B(p) =

-804- . . -—1-
R

und die maximalen Grade in s der Elemente von adj(sA(p) + B(p)) sind
-2 133221

[ ]

[

[ ]
¢ .
DO QO .
[N

N - .

[N\

—

—_
—_

11
11

[\~] .

o1l e o 2
1 - - 2

[N]

Die nach Theorem 6.1 zu untersuchenden Minoren sind in der obigen Matrix fett. O

7 Der generische Index eines RLCTG Netzwerkes ist
nicht grofler als 2

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dafi die ZSZSG eines NW aus konstanten Quellen, Wi-
derstanden, Induktivititen, Kapazititen, idealen Ubertragern und Gyratoren (RLCTG NW)
von nicht hoherem generischen Index als 2 sind. Dazu werden zunéchst der Begriff des NSF
eingefithrt und einige bekannte Resultate angegeben.
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7.1 Definition: G sei der ungerichtele NW Graph eines RLCTG NW N. Es sei [ ein
vollstindiger Wald von G, der folgende Figenschaften hat:

(i) f enthdlt alle Spannungsquellen-Zweige und keinen Stromquellen-Zweig.
(ii) f enthdlt genau w — 1 Zweige jedes idealen w-Wicklungs- Ubertragers.

(tii) f enthdilt von jedem G-Zweigpaar entweder beide oder keinen Zweig.

[ heifst normaler vollstindiger Wald (NSE) von N, falls f unter allen vollstindigen Wildern
von G, die die obigen 3 Figenschaften haben, die Summe aus der Anzahl der C-Zweige im
Wald und der Anzahl der L-Zweige auflerhalb des Waldes mazimiert. O

7.2 Theorem ( [10,42]): Ein RLCTG NW ist genau dann generisch eindeutig losbar,
wenn es einen NSF besitzt. g

Beweis: Man kann ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dal das NW ()
resistiv ist, denn das NW, das aus A durch Ersetzen aller Reaktanzen durch Widersténde
entsteht ist genau dann generisch eindeutig 16sbar, wenn A selbst generisch eindeutig 16sbar
ist.

Man kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daff das A" keine unabhingi-
gen Quellen besitzt. Wenn namlich NV generisch eindeutig 16sbar ist oder einen NSF hat,
dann gibt es weder eine Masche aus Spannungsquellen-Zweigen, noch einen Schnitt aus
Stromquellen-Zweigen. Deshalb ist das NW, das aus N durch Verkiirzen von Spannungsquellen-
Zweigen und Entfernen von Stromquellen-Zweigen entsteht genau dann generisch eindeutig
16sbar, wenn N selbst generisch eindeutig lésbar ist.

Man kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dai A keine T besitzt.
Zunichst kénnen alle T durch ideale 2-Wicklungs-Ubertrager ersetzt werden, und diese lassen
sich durch Paare von G ersetzen, so dafl das entstehende NW genau dann generisch eindeutig
16sbar ist, wenn A selbst generisch eindeutig 16sbar ist [43] [34, Probl. 18.1.5., 18.1.6.].

Der schwierige Teil des Beweises ist der fiir RG NW. Man findet zwei verschiedene Vari-
anten in [10] und [42]. (Letztere ist in [34] skizziert.) O

7.3 Theorem: Ein RLCTG NW N habe einen NSF t. L bzw. C scien die Mengen der
Induktivitits- bzw. Kapazitits-Zweige von N'. Dann ist

|C Nt + L\ ¢ (28)
die generische Komplexititsordnung von N und Ve U Irn\e ist ein GFSSC. O]

Beweis: Es gibt keine Masche aus Zweigen in C'Nt und keinen Schnitt aus Zweigen von
L\ t. Das Verkiirzen der Zeige in C'Nt und Entfernen der Zweige in L \ ¢ fithrt auf ein NW
N mit den ZSZSG zzl(p):zj + B(p):z; = ¢, welches einen NSF hat.

Das Verkiirzen und Entfernen entspricht der Entwicklung von det(sA(p) + B(p)) nach
den zu den VCR der Zweige (C' Nt)U (L \ t) gehorenden Zeilen, und

det(sA(p) + B(p))  [I s

ie(Cnt)u(L\t)
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ist der einzige Term in dieser Entwicklung, der den Ausdruck []icicnyuyyspi als Faktor
enthélt. (Dabei ist p; die Kapazitat bzw. Induktivitat des Zeiges ¢ € (C Nt) U (L \ 1).)
Folglich ist deg(s — det(sA(p) + B(p))) > |CNt|+ |L\ ¢ fiir ein p € R".

Angenommen, in der Entwicklung von det(sA(p) + B(p)) nach den zu den VCR der
Reaktanzen gehdrenden Zeilen gébe es einen von Null verschiedenen Term vom Grad d in s
mit d > |C Nt|+ |L\ t]. Dann ware es moglich, d der C-Zweige bzw. L-Zweige durch VS-
Ziweige bzw. CS-Zweige so zu ersetzen, dafl das entstehende NW generisch eindeutig 16sbar
ist. Letzteres hitte dann einen NSF. der auch ein NSF fiir A" wére, was der Maximalitét
von t widerspricht.

Die Behauptungen ein GFSSC betreffend beweist man wie die entsprechenden Behaup-
tungen in 5.5. U

7.4 Theorem: Der generische Index der ZSZSG (4) eines generisch eindeutig l6sbaren
RLCTG NW ist nicht grofier als 2. O

Beweis: Der generische Index von (4) sei nicht 1. Dann ist die Matrix

K
Al - M
ALC

nicht regular, und es geniigt zu zeigen, dal (A, B) vom generischen Index 1 ist [37]. Dafiir
ist hinreichend, daf

(Ai(p)r =0A B(p)r € imAy(p)) = 2 =0 (29)

fiir alle p aus einer offenen Teilmenge von R’j_ ={z € Rk|vie{1,...,k}zi > 0} gilt [44, Th. 13, p.
198]. (Der Einfachheit halber wird das Argument p im folgenden stets weggelassen.)

Ajz ist genau dann Null, wenn Az = 0 und Bz € im A. Deshalb gilt (29) genau dann,
wenn aus

Az =0ANBx € mANimA; (30)

x = 0 folgt.
Aus Bx = Ay = Az folgt Bz € im A und Bax = Az. Deshalb ist (30) aquivalent zu

Ar=0A3,(Bx=Ay A By € imA). (31)

Fiir alle x € R? wird die Schreibweise

vV IN_ 4V V V V V V V I I I I I I I
T = (51/' ) L ) = (xV7xI 7vavaxc‘vxTvavahxlvavvaxcvxTva)

vereinbart, wobei ¥ bzw. z! die Vektoren der Zweigspannungen bzw. -stréme von A sind
und @y, Y xh, Y a2l 2k 2l baw. ol 2t ah 2l 2l 2l 2L die Vektoren der Zweigspan-
nungen bzw. -stréme der Spannungsquellen-, Stromquellen-, Widerstands-, Kapazitéts-, In-

duktivitats-, Ubertrager-, Gyrator-Zweige sind.
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Mit dieser Vereinbarung gelten
ker A = {z € R* | 2}, = 0,21 =0},
imA = {0}*7" x R”,
wobei p die Anzahl der Reaktanzen in A ist. AuBerdem ist Bx € im A zu
Kz = 0,:1;“; = 0,:1;% = 0,:1:% = MR:L’II%,MT(:I%,SL'%) = O,xg = MGwé (32)

aquivalent. Dabei reprasentieren die Matrizen Mg, M7 und My die VCR der Widerstands-,
Ubertrager- und Gyrator-Zweige. Genauer: Mg(p) ist eine Diagonalmatrix aus Widerstands-
werte reprasentierenden Parametern p;, My(p) ist wie in (7) und

_ 1 0 —py 0 “Pigi2
Mc(p) = diag ((pil 0 ) e (pi|e|/2 0 )

Es ist offensichtlich, daf

(erlyr) =0 (33)

fiir alle 2%, 24, y¥ und yf mit Mp(x¥, 24) = My(y},yd) = 0 gilt. Ebenso gilt

(x&lyé) + (@Glys) =0 (34)

fiir alle 2, 2L, y% und yf mit 2¥ = MgzL und yt = Mgyl.

Es seien @,y wie in (31). Zu zeigen ist * = 0. Wegen Bz € im A und (32) gilt nach dem
Satz von Weyl-Tellegen (zV|z!) = 0, und mit Az = 0, (33) und (34) folgen z}, = 0, L =0
und

0= (ay |oy) + (27| o1 ) + (xgleg) + (vr| 21 ) + (2o |26) + (2r|er) + (26l26)
—~— —~— N ~—~— —_——
= (Mrapleg),

was xp = vh = 0 wegen Definitheit von Mg nach sich zieht.

Aus Bx = Ay folgt

l’é = Mcygv (35)
vy = Mpyj, (36)

und aus By € im A folgt
Ky =0,y =0,y =0,y5 = Mryh, Mr(yy, yr) = 0,35 = Mayl (37)

in Analogie zu (32). Nach dem Satz von Weyl-Tellegen gilt (zV|y!) = (y"|2!) = 0, d.h.

0= (z)|y1) + (z&:vé)
= (Mpyilyl) + (x&lyd) (38)
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und

0= (y&|al) + (yslady)
= (y& | Mcyd) + (yiloh). (39)

Dabei sind My bzw. My Diagonalmatrizen aus Kapazitats- bzw. Induktivitédtswerte reprasen-
tierenden Parametern p;.

Da M und Mj, positiv definit sind, folgt aus (38), (39) und (34), daB yI = ¥ = 0 und
yL = y¥ = 0 gelten. Wegen (35) und (36) ist also 5, = 0 und z¥ = 0.

Es verbleibt nun noch zu zeigen, daf die Komponenten xf,, 2V, ¥, 2% 2% und z% von

x gleich Null sind.

Aus den Voraussetzungen folgt, dafl N einen NSF ¢ hat. A’ sei dasjenige NW, das
aus N durch Ersetzen aller NSF Zweige, aufier Ubertrager- und Gyrator-Zweigen, durch
Kurzschliisse, und durch Ersetzen aller Zweige, die nicht im NSF sind, aufier Ubertrager-
und Gyrator-Zweigen, durch offene Zweige entsteht. Offenbar ist x eine Losung von N und
ist ¢ ein NSF von N’. N ist also generisch eindeutig 16sbar und hat sogar nur die Nullésung,
woraus x = 0 folgt. 4

8 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde der Zusammenhang zwischen PCT und Basen gewisser Matroide
angegeben. Dieses Frgebnis vereinheitlicht zwei verschiedene, zum einen auf PCT und zum
anderen auf Matroiden basierende Herangehensweisen an generische Figenschaften linearer
elektrischer NW.

In den Abschnitten 4 und 5 wurden notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die
generische Losbarkeit resistiver und dynamischer linearer NW angegeben. Auflerdem wurden
NW, deren Z57SG vom generischen Index 1 sind sowie GFSSC von NW mit beliebigem Index
charakterisiert und eine Methode zur Modifikation eines NW angegeben, die ein NW mit
7ZS75G vom generischen Index 1 liefert.

Im Abschnitt 6 wurde ein Ergebnis iiber die Menge der bei der Indexbestimmung zu
untersuchenden Minoren angegeben.

SchlieBlich wurde in Abschnitt 7 gezeigt, dafl der generische Index der ZSZSG eines
RLCTG NW nicht gréer als 2 ist.

Die folgenden Probleme blieben ungelost.

o Zur Berechnung des maximalen Ranges geschichteter gemischter n xn-Matrizen (LMM)
[35] bzw. des maximalen Grades des charakteristischen Polynoms bestimmter Scha-
ren aus solchen Matrizen sind Algorithmen bekannt, deren Komplexitit sich durch
O(n?log(n)) bzw. O(n*) nach oben abschitzen 1488t [35]. Es ist bisher nicht bekannt,
ob sich bei Anwendung dieser - ggf. modifizierten - Algorithmen auf solche Matrizen
und Scharen, die bei der Behandlung elektrischer NW auftreten, bessere Abschétzun-
gen der Komplexitat angeben lassen.

o Lafit sich das Erfiilltsein der Voraussetzung (B) in Theorem 4.1 durch effektive Algo-
rithmen priifen?
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o Lafit sich Voraussetzung (B) in Theorem 4.1 abschwéchen?

o Die Giltigkeit der Umkehrung einiger Aussagen in den Theoremen 5.5 und 7.4 ist
ungeklart. Es sei z.B. Vi, U I, unter den Voraussetzungen von Theorem 5.5 ein
GFSSC (Cy C C, Ly C L). Gibt es dann Basen By und Bs, die in (12) das Maximum
liefern und fiir die Ve, U I, = (Vo U 1) N By gilt?

o Die angegeben Resultate lassen eine Anwendung auf NW, die gekoppelte Kapazitaten
oder Induktivitaten enthalten, nicht zu. (Die Schwierigkeit liegt in der Symmetrie
der Kapazitits- und Induktivitdtsmatrizen.) Auch NW mit idealen Ubertragern mit
strukturiertem Kern sind nicht behandelbar.

o In praktischen NW kommen Transistoren haufig vor. Werden diese durch ein mehr-
zweigiges Ebers-Moll-NW ersetzt, sind die Kriterien aus dieser Arbeit anwendbar. Die
Anzahl der Zweige des NW steigt jedoch erheblich. Fine Beschreibung des Klem-
menverhaltens eines Transistors als zweizweigiges NW durch zwei Gleichungen scheint
deshalb sinnvoller. Bisher ist aber nicht bekannt, ob z.B. die Identitat (8) fiir die
entsprechenden Matrizen aus den ZSZSG solcher NW noch gilt.

o Das Ergebnis aus Abschnitt 6 tiber die Position der Minoren maximalen Grades ist
unausgereift. Es ist notig, die Anzahl der zu untersuchenden Minoren weiter zu re-
duzieren und die Berechnung des Index’ netzwerktheoretisch auszudriicken. Fine Er-
weiterung des Ergebnisses, dafl ein generisch eindeutig l6sbares RLCTG NW keinen
héheren Index als 2 hat, auf nicht eindeutig l6sbare NW kann dazu méglicherweise
benutzt werden. Die Anwendbarkeit der Ergebnisse aus [32] ist ebenfalls noch nicht
untersucht worden.

o Der Zusammenhang zwischen dem Index eines NW und der Eigenschaft einer Hybrid-
matrix, positiv reell zu sein, wurde bisher nicht untersucht. Das Ergebnis aus Abschnitt
7, dafl ein RLCTG NW keinen héheren generischen Index als 2 hat, scheint jedenfalls
ein Spezialfall der Tatsache zu sein, dafl die Hybridmatrix eines RLCTG Mehrtores
mit positiven Widerstand-, Kapazitats- und Induktivitatswerten positiv reell ist [43].
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Fig. 6: Illustration von Beispiel 5.3. Das in (a) dargestellte NW hat ein PCT (#1,13). Die

Zweige von t; sind in (b) fett. Der Baum ¢; unterscheidet sich von #; nur dadurch, daf} er

statt Zweig 10 den Zweig 9 enthalt.
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