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EINLEITUNG

Viele technische Systeme — insbesondere elektrische Netzwerke — lassen sich durch Algebro-
Differential-Gleichungen (Differential Algebraic Equations, DAEs) beschreiben. Die Regularitdt
und der Index sind von entscheidender Bedeutung fiir die analytischen und numerischen Eigen-
schaften einer DAE [1-3]. Gerade bei DAEs mit hoherem Index, d. h. einem Index groBer als eins,
konnen kleine Storungen am Eingang beliebig grofle Fehler in der Losung verursachen [3]. Eine
Moglichkeit, diese Probleme bei der Schaltungssimulation zu vermeiden, besteht in der gezielten
Modifikation des elektrischen Netzwerkes. In diesem Beitrag sind folgende Modifikationen des
Netzwerkes erlaubt:

(M1) Einfiigen eines Widerstandes, einer Induktivitit oder einer Kapazitit in Reihe zu einem
bereits vorhandenen Netzwerkelement

(M2) Einfiigen eines Widerstandes, einer Induktivitédt oder einer Kapazitit zwischen zwei Knoten
des Netzwerkes

Mit diesen Modifikationen lassen sich reguldre Netzwerke vom Index 1 generieren [4]. In der
vorliegenden Arbeit wird ein Algorithmus zur Index-1-Regularisierung vorgestellt, der mit einer
minimalen Anzahl von zusitzlichen Netzwerkelementen auskommt. Dabei wird keine Regularitit
des urspriinglichen Netzwerkes vorausgesetzt. Der Algorithmus basiert auf dem Konzept eines
normalen Paares konjugierter Baume.

THEORETISCHE GRUNDLAGEN

Betrachtet werden lineare Netzwerke, die Widerstinde, Kapazititen, Induktivitdten und un-
abhingige Quellen enthalten konnen und auflerdem einen zusammenhéngenden Netzwerkgraphen
besitzen. Operationsverstirker werden durch Nullator-Norator-Paare modelliert. Gegeben sei ein
solches Netzwerk N mit b Zweigen und dem Parametervektor p € Rk, der alle Parameter von
N enthilt: Widerstands-, Kapazitits- und Induktivititswerte. Das Zweigspannungs-Zweigstrom-
Gleichungssystem von N hat die Form

E(p) 2(t) = Alp) =(t) + f(t) (1)

mit den 2b x 2b-dimensionalen parameterabhingigen Matrizen £/ und A und dem Vektor = der
Zweigspannungen und Zweigstrome. Zur Untersuchung des Gleichungssystems (1) betrachtet
man die Matrizenschar sE — A. Eine Matrizenschar heifit reguldir, falls det (sE — A) # 0.
Andernfalls heil3t die Matrizenschar singuldr.

Jede regulire Matrizenschar sE — A kann in eine Weierstraf3-Normalform

P(SE_A)Q:<SIBW 3N0—1>



transformiert werden [5,6]. Dabei sind die Matrizen P und () reguldre Transformationsmatrizen
und / symbolisiert die Einheitsmatrix. Die fiir DAEs charakteristischen Eigenschaften werden
durch die nilpotente Blockdiagonalmatrix N = diag (Ny,...,Nq) bestimmt. Sie besteht aus
Jordan-Blocken der Form

01 0 -0
00 . "o
Ni=| : S,
0 0 1
00 .- 0 0

Der Index ist die Spaltenanzahl des grofiten Jordan-Blockes von N. Schreibweise: ind (E, A).

Zu beachten ist insbesondere die Parameterabhingigkeit der Koeffizientenmatrizen E(p) und
A(p) des Gleichungssystems (1). Ein Netzwerk A heiBt generisch reguldir bzw. generisch losbar,
falls die zugehorige Matrizenschar sE(p) — A(p) des Gleichungssystems (1) fiir alle p in einer
offenen und dichten Teilmenge von R¥ regulir ist. Man sagt, ein generisch regulires Netzwerk
N hat generisch den Index v, wenn ind (E(p), A(p)) = v fiir alle p einer offenen und dichten
Teilmenge von R* gilt.!

Zur Untersuchung generischer Eigenschaften linearer Netzwerke hat sich das Konzept des Paa-
res konjugierter Biume bewihrt [7,8]. Ein Paar aufspannender Biume (#;, ¢,) des ungerichteten
Netzwerkgraphen G, eines Netzwerkes N heiBt Paar konjugierter Béiume, wenn

(i) der Baum ¢, alle Noratorzweige, keinen Nullatorzweig, alle Zweige mit Spannungsquel-
len, keinen Zweig mit Stromquellen und ggf. einige der Widerstands-, Induktivitits- bzw.
Kapazititszweige enthilt und

(i) der Baum %, alle Nullatorzweige, keinen Noratorzweig, alle Zweige mit Spannungsquellen,
keinen Zweig mit Stromquellen und die gleichen Widerstands-, Induktivitits- bzw. Kapa-
zitdtszweige wie ¢ enthilt.

Ein Paar konjugierter Badume heilit normal, wenn es unter allen Paaren konjugierter Biume von
N die Summe aus der Anzahl der Kapazititen in den Biumen und der Anzahl der Induktivititen,
die nicht in den Bdumen enthalten sind, maximiert. Es bestehen folgende Zusammenhinge:

(i) Ein Netzwerk N ist genau dann generisch regulir, wenn G, ein Paar konjugierter Bdume
besitzt.

(ii) Ein Netzwerk N hat genau dann den generischen Index 1, wenn G, ein Paar konjugierter
Bédume besitzt, welches alle Kapazititszweige und keinen Induktivititszweig enthalt.

INDEX-REDUKTION

Sei N ein lineares Netzwerk, das die o. g. Voraussetzungen erfiillt und keine Masche aus
Nullator- oder Noratorzweigen enthilt. Dann liefert der in Tabelle 1 angegebene Algorithmus ein
generisch regulires Index-1-Netzwerk N/”. AuBerdem gibt es kein Netzwerk, das aus A/ durch
Anwendung der erlaubten Modifikationen (M1) und (M2) hervorgeht, generisch regulir sowie
vom Index 1 ist und weniger Zusatzelemente benotigt (siehe [9, Lemma 1 und Theorem 1]).

Die Schritte 1 und 3 des Algorithmus kdnnen bis zu O(b?) Netzwerkmodifikationen erfor-
dern. Ein normales Paar konjugierter Baume 148t sich z. B. mit der in [10] vorgeschlagen Me-
thode bestimmen. Die Komplexitit dieser Methode betriigt O(b*). Da das Netzwerk N wegen

'Die Matrizenscharen anderer Netzwerkgleichungen, wie sie z. B. bei Knotenspannungs- oder Maschenstromana-
lyse anfallen, konnen beim gleichen Netzwerk zu anderen Aussagen hinsichtlich Regularitit und Index fiihren.



Eingabe: Netzwerk .

Schritt 1: Konstruktion eines Netzwerkes N/ aus NV:

(i) Ersetze jede Spannungsquelle durch eine Kapazitit.

(i) Ersetze jede Stromquelle durch eine Induktivitit.

(iii) Erweitere N um eine zusitzliche Induktivitit zwischen allen
Knotenpaaren, die noch nicht durch ein zweipoliges Netzwerk-
element miteinander verbunden sind.

Schritt 2: Bestimme ein normalen Paares konjugierter Baume (¢, t) von N’

Schritt 3: Konstruktion eines Netzwerkes A/ aus dem urspriinglichen Netzwerk A :

(i) Einfiigen eines Widerstandes oder einer Induktivitiit in Reihe zu
jeder Kapazitiit und jeder Spannungsquelle aus A, die nicht in ;
enthalten ist.

(1) FEinfiigen eines Widerstandes oder einer Kapazitit parallel zu je-
der Induktivitit und jeder Stromquelle aus N, die in ¢; enthalten
1st.

(iii)) Einfiigen eines Widerstandes oder einer Kapazitit zwischen je-
dem Knotenpaar, welches durch eine in ¢; und A, aber nicht in
N enthaltene Induktivitit verbunden ist.

Ausgabe: Netzwerk .

Tabelle 1: Algorithmus zur Index-1-Regularisierung mit minimaler Anzahl von Zusatzelementen

Schritt 1(iii) bis zu O(b*) Zweige haben kann, liegt der Rechenaufwand des gesamten Algorith-
mus bei O(b®).

Die Anzahl der durchzufiihrenden Operationen ist damit zwar polynomial hinsichtlich der An-
zahl der Netzwerkzweige, aber dennoch auB3erordentlich hoch. Mit einem Niherungsalgorithmus
soll der Rechenaufwand im Schritt 2 drastisch reduziert werden. Dazu ordnet man dem Netzwerk-
graphen G, einen schlichten Graphen G (G enthilt also keine Schlingen und keine parallelen
Kanten) mit gleicher Kantenmenge {1,...,b} wie Gy zu. Der Graph G sei vollstindig, d. h.
jedes Paar unterschiedlicher Knoten ist durch eine Kante verbunden. Die Kantenmenge von G sei
mit & bezeichnet. Ein Zweig e € F zwischen den Knoten z und j ist wie folgt mit einem Gewicht
w(e) zu versehen:

1. Enthilt der Netzwerkgraph G, zwischen den Knoten ¢ und j einen Nullator- oder einen
Noratorzweig, dann setze w(e) = 1.

2. Sind die Knoten 7 und j in G durch einen Spannungsquellen- oder einen C'-Zweig verbun-
den, dann setze w(e) = 2.

3. Sind die Knoten ¢ und j in Gy durch einen R-Zweig verbunden, dann setze w(e) = 3.

4. Sind die Knoten ¢ und j in G5 durch einen Stromquellen- oder einen L-Zweig verbunden,
dann setze w(e) = 4.

5. Fiir alle noch nicht verwendeten Zweige setze ebenfalls w(e) = 4.

Dabei ist die jeweils erste zutreffende Regel anzuwenden. Auflerdem seien O, U C E jene Zweig-
mengen von G die den Norator- bzw. Nullatorzweigen von G, entsprechen. Da nur Nullator-
Norator-Paare erlaubt sind, gilt |O| = |U].



Eingabe: Graph G mit den Teilmengen O, U C E.

Schritt 1: Sortiere die Kanten in £ \ {O U U} nach aufsteigendem Gewicht:
w(er) <w(ex) < -+ < wlepy)

Schritt 2: Setze 17 := O, 15 :=U,1:= 1.

Schritt 3: Falls sowohl T} U {e;} als auch T, U {e¢;} einen Wald bilden, dann setze
T =Ty U{e;}und T, := To U {e;}.

Schritt 4: Falls 7 < m, dann setze 7 := 7 4+ 1 und gehe zu Schritt 3.

Ausgabe: Waldpaar (77, T5).

Tabelle 2: Nédherungsalgorithmus zur Suche eines minimalen aufspannenden Baumpaares

Die Suche nach einem normalen Paar konjugierter Baume in G, ist nun auf das Auffinden
eines minimalen Baumpaares im Graphen G zuriickgefiihrt worden, d. h. man sucht eine Kanten-
menge F' C E \ {U U O} derart, da8 sowohl 7} := O U F als auch 75 := U U F aufspannende
Bédume sind und die Summe der Kantengewichte in diesen Biumen minimiert wird:

Z w(e) = Zw(e) — Min! (2)

ecTy ecTy

Fiir den Spezialfall O = U, d. h. wenn in G ein einzelner aufspannender Baum statt eines aufspan-
nenden Baumpaares gesucht wird bzw. wenn im Netzwerkgraphen G, Nullator-Norator-Paare
nur in Parallelschaltung auftreten, kann die Optimierungsaufgabe (2) z. B. mit dem Algorithmus
von KRUSKAL [11] gelost werden. Als Verallgemeinerung dieses Verfahrens betrachte man den
Algorithmus in Tabelle 2. Fiir den o. g. vollstindigen Graphen G hat dieser Algorithmus folgende
Eigenschaften:

1. Das Waldpaar (7}, T3), welches nach Abarbeitung des Algorithmus vorliegt, ist ein auf-
spannendes Baumpaar (vgl. [9, Beweis von Lemma 1]).

2. Die Minimalitit (2) kann i. allg. nicht garantiert werden. Beim Algorithmus von KRUSKAL
wird die Minimalitit unter Ausnutzung des Austauschaxioms bewiesen. Ubertriigt man dies
auf die hier vorliegende Situation, dann miiBte fiir beliebige Waldpaare (O U F, U U F') und
(OU F',U U F") die Beziehung

OUF'U{e} istein Wald
J— ! r.
[FI=F+1 = e F\I": { UUF U{e} istein Wald

gelten. Das ist aber i. allg. nicht der Fall.

3. Die Komplexitit des Algorithmus betridgt O(m logm). Bezogen auf die Zweiganzahl b des
Netzwerkgraphen G, erhilt man wegen m = O(b?) einen Rechenaufwand der Ordnung
O(b?*logb).

Mit dem modifizierten Algorithmus erhélt man ein regulires Index-1-Netzwerk, aber nicht not-
wendig mit minimaler Anzahl von Zusatzelementen. Da im Algorithmus aus Tab. 2 das auf-
spannende Baumpaar ausschlieBlich durch schrittweises Hinzufiigen (also ohne Austauschen) von
Kanten entstanden ist, lassen sich die Modifikationen geméf Schritt 3 des Algorithmus aus Tab. 1
auch simultan durchfiihren. Bei diesem schrittweisen Vorgehen wird der Index sukzessive redu-
ziert. Dadurch 146t sich das Verfahren ggf. auch bei einem hoheren Index abbrechen, z. B. kann
man sich beim Einsatz von DASSL (Differential Algebraic System Solver [2]) mit einer Reduktion
auf den Index 2 zufrieden geben.



ANWENDUNGSBEISPIELE

Beispiel 1: Die in Abb. 1 dargestellte (linearisierte) Dekodierschaltung dient der Entschliisselung
chaotisch chiffrierter Signale [12]. Die Koeffizientenmatrizen des Gls. (1) sind reguldr und haben
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Abbildung 1: (a) Dekodierschaltung, (b) Index-4-Netzwerk, (c) Modifiziertes Index-3-Netzwerk,
(d) Regularisiertes Index-1-Netzwerk

den generischen Index 4. Zu Beginn besteht ¢; nur aus dem Noratorzweig (Zweig 2) und 5 nur aus
dem Nullatorzweig (Zweig 1). Von den bestehenden Zweigen kann nur der Zweig 7 (Kapazitits-
zweig) zu (t1, o) hinzugefiigt werden. Jetzt wird der verbleibende Kapazititszweig (Zweig 6) —
der sich ohnehin nicht zu (¢;, t5) hinzufiigen 148t — um einen Widerstand oder eine Induktivitit in
Reihe erginzt (entspr. Schritt 3(i) des Alg. aus Tab. 1). Das daraus resultierende Netzwerk (vgl.
Abb. 1(c)) hat generisch den Index 3. Zur Konstruktion eines Paares konjugierter Baume gibt es
nur noch die in Abb. 1(d) dargestellte Moglichkeit zum Hinzufiigen eines weiteren Zweiges. Das
so um einen Widerstands- oder Kapazititszweig erweiterte Netzwerk (vgl. Schritt 3(iii) des Alg.
aus Tab. 1) ist generisch reguldr und vom Index 1.

Beispiel 2: Betrachte sei die Komparatorschaltung aus Abb. 2(a),(b). Der Lastwiderstand
R wird durch eine Briickenschaltung aus Operationsverstirkern angesteuert. Weil der Netzwerk-
graph Gy, kein Paar konjugierter Biume enthilt, ist die Schar der Koeffizientenmatrizen £(p) und
A(p) des Gls. (1) generisch singulir. Da Gy keine Maschen aus Nullator- oder Noratorzweigen
besitzt, sind die o. g. Algorithmen anwendbar. Den sukzessive Aufbau eines Paares konjugierter
Biume beginnt man mit ¢; als Menge der Noratorzweige und ¢, als Menge der Nullatorzweige. Im
nichsten Schritt ist das Waldpaar (¢, ¢2) um den Spannungsquellenzweig zu erginzen. Weitere
Zweige von G (d. h. die Widerstandszweige R, R’ und R;) konnen nicht hinzugefiigt werden,
weil sonst eine Masche entstehen wiirde. Abb. 2(c),(d) zeigt die zwei Moglichkeiten fiir zwei
Zusatzzweige (R, und R3), die zu einem generisch reguldren Netzwerk fiihren.
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